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RECHERCHES RÉCENTES 



SUR DIVERSES QUESTIONS 



D'HYDRODYNAMIQUE 



L'exposé des travaux auxquels le Mémoire fondamental de M. von Ilelmholtz sur le 
mouvement lourbillonnaire a donné naissance a été publié d'abord, sous le titre de Revue 
de Physique, dans le Tome I des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (1887). 

Le Chapitre I, qui forme la première Partie de la publication actuelle, n'a subi que peu 
de modifications (corrections ou changements typographiques). 

Pour le Chapitre II, les remaniements seront beaucoup plus importants. 
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RECHERCHES RÉCENTES 



SUR DIVERSES QUESTIONS 

D'HYDRODYNAMIQUE 



w Dans cette première Revue de Physique, je me propose d'exposer les principaux 

.^ progrès accomplis dans l'étude des phénomènes de mouvement des liquides depuis 

une vingtaine d'années. C'est l'illustre professeur de l'Université de Berlin, 
v£ M. H. von Helmholtz, qui, dans un Mémoire publié en 1 858 et dans une courte Noie 

^ \ ^ N de 1868, a émis les deux idées capitales, origine de nombreux et importants tra- 

vaux des Kirchhoff, des Rayleigh, des J. Thomson, et des spéculations d'un génie 
si original de Sir W. Thomson. 
^ Malgré l'exactitude manifeste des équations de l'Hydrodynamique des fluides 

parfaits ou peu visqueux, certains phénomènes d'une observation journalière, la for- 
mation et la persistance des anneaux tourbillonnants, celle des jets, étaient restés 
sans explication. Aujourd'hui ces phénomènes sont expliqués dans leurs caractères 
généraux, et il ne semble pas douteux que les nombres fournis par l'expérience 
ne soient eux-mêmes conformes à la théorie lorsque les efforts des mathématiciens 
permettront de traiter complètement quelques cas particuliers de ces problèmes 
singulièrement difficiles. 

Voici l'ordre adopté dans cette exposition : 

I. Tourbillons dans les fluides parfaits. Théorie. — Expériences. Applications. 
— Atomes-tourbillons. 

II. Écoulement des liquides. Jets. Mouvement discontinu. Discussion. 

III. Bibliographie générale. 
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M. BRILLOUIN. 



CHAPITRE I. 

TOURBILLONS DANS LES FLUIDES PARFAITS. 

(Wirbelbewegungen. — Wirbelfâden. — Rotational motion. — Vortex motion, etc.). 
Gauchy. — Stokes. — Von Helmholtz. — Sir W. Thomson. — Kirchhoff. — J.-C. Maxwell. 

Lamb. — Lord Ravleigh. — Beltrami. 



1. Propriétés analytiques. — Les trois projections w, r, w d'une grandeur 
dirigée y, finies et continues, ainsi que leurs dérivées premières, dans toute une 
région de l'espace, jouissent de certaines propriétés générales indépendantes de la 
i * nature de la quantité représentée. 

J T l/l* /m, Green. — Soit cp une fonction à détermination unique, finie, et continue ainsi 

frirt*4\ que ses dérivées premières à l'intérieur d'une surface fermée S; on a 

Les intégrales triples sont étendues à tout le volume; l'intégrale double à toute la 
surface fermée S ; /, m, n sont les cosinus directeurs de la normale extérieure à la 
surface S. 

Si les fonctions w, p, w changent brusquement de valeur sans cesser d'être finies 
en traversant une certaine surface S, il faut concevoir la surface S comme formée 
de deux parties S 4 , S 2 , situées de part et d'autre de S et complétées respective- 
ment par des surfaces S,, S 2 , infiniment voisines de S l'une d'un côté, l'autre de 
l'autre. Excluant des intégrales triples la couche mince comprise entre les surfaces 
2,, £ 2 , on est conduit à ajouter au second membre l'intégrale double 

où X, [A, v définissent la direction de la normale qui traverse la surface du côté 1 
au côté 2. 

Stokes. — Une courbe fermée simple s limite une aire S qui n'isole aucune 
portion de l'espace. On a 

/(•S*'ï*-ï)*-//T'(y-Ê)*-(S5-£) + -(ë-S)]-' 
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1 CHAPITRE I. — TOURBILLONS DANS LES FLUIDES PARFAITS. 3 

l'intégrale simple est étendue à la courbe fermée, l'intégrale double à l'aire fimitée 
par cette courbe. La direction positive de la normale à la surface S est liée au sens 
de parcours de la courbe fermée s, comme la force magnétique au sens d'un cou- 
rant électrique, par la règle d'Ampère. L'énoncé général de cette proposition 
semble dû à Stokes (i8^ja), bien que des cas particuliers aient été fréquemment 
employés auparavant, notamment par Ampère dans toute la théorie de l'Électro- 
dynamique. 

Lorsque la courbe fermée s traverse une surface de discontinuité S de «, v, tv, 
il faut la compléter par deux lignes parallèles <rf,o- 3 situées dans la surface S de 
part et d'autre de l'intersection o* de S avec 2. Excluant de l'intégrale double la 
bande comprise entre les lignes o-|, o* 2 , on doit ajouter à l'intégrale simple le terme 



ou 



-/l 



-+- m[v(w 1 — Uj) — X(«- f — w*j)] -+- m[X(^j — v t ) — |i(wj— u t )] ! da. 



Transformations. — On peut remplacer les trois fonctions u, v, w par trois 
autres d'une signification plus simple. Deux de ces transformations qui servent dans 
toute la Physique mathématique ont été employées pour la première fois, l'une 
par Stokes (1849), l'autre par Clebsch (CVe//e, t. LVI, 1 858) en Hydrodynamique. 

Transformation de Stokes-Helmholtz : 



ÔP e)N 
dx dy 


dM 

~dz~ y 


_ dP dL 
dy dz 


dN 
dx 


_ dP dM 

~" dz dx 


dL 
dy 9 



et l'on peut assujettir les trois fonctions L, M, N à une condition. On choisit or- 
dinairement la relation- * , 1 

dx dy dz ' 

Transformation de Clebsch ( * ) : 

dx dx dx dx T dx 

avec les deux analogues. 



(') Cette transformation n'est qu'an cas particulier d'une transformation étudiée par M. Hill, en 
1881, au Quarterly Journal 0/ Mathematics. 
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Les propriétés générales de ces deux transformations sont exposées méthodique- 
ment dans la Tkeorica délie Forze newtoniane de E. Betti, p. 3o{-3i3. 

Parmi les neuf quantités qui définissent les variations de «, c , w en passant d'un 
point à un point voisin, certaines sont susceptibles d'expressions simples : 

ft du dv dw kn 4/ . ls . , , . / d* d* d* \ 

, dw àt> 4 f / d\ *b d\ àù \ 

dy dz \dz dy dy dz ] 

i • i du dw dv du . 

avec les expressions analogues pour -r — > -y- — — - > que nous représentons par 

2r M ïÇ. La direction £, 7j, Ç est tangente aux deux familles de surfaces \ fy. 

Pour la brièveté du langage, je regarderai dès à présent u, p, tv comme repré- 
sentant la vitesse actuelle du fluide en un point (#, JK, z), suivant la notation d'Euler. 
Si Ton connaît ces trois fonctions des coordonnées et du temps, on aura la position 
initiale «r , y t z o de ^ a niasse liquide qui occupe actuellement la position (#,.)', s), 
en intégrant le système d'équations différentielles ordinaires du premier ordre 

dx dv dz 

avec les conditions x = x , y =jKoj s = s pour t = o. 

2. Pour une masse liquide dont la forme actuelle est celle d'un cube, à côtés 
parallèles aux axes coordonnés, —> — > -r- représentent les vitesses de dilatation 

linéaire des côtés, 6 la vitesse de dilatation cubique, ^ h Â~ y '" ^ es vitesses de 

glissement relatif des faces parallèles, et £, y n Ç les vitesses de rotation du cube 
autour de parallèles aux axes passant par son centre de gravité. On peut démontrer 
facilement (*) que les quantités Ç, tj, Ç sont les vitesses de rotation que prendrait 
tout élément de volume à moments d'inertie égaux s'il était instantanément soli- 
difié; ce sont aussi les vitesses de rotation moyennes de cet élément, définies con- 
formément au principe des aires, autour de parallèles aux axes, passant par son 
centre de gravité. 

La vitesse de rotation <*>, dont les composantes sont Ç, 7j, Ç, a donc une signifi- 
cation physique très nette; quand elle est nulle, «, p, w sont les dérivées en 
x, y, z d'une même fonction qu'on appelle le potentiel des vitesses. La vitesse de 



(') Stokes, Math, and phys. Papers, t. I, p. 8o, 112; i8^5. — Helmholtz, Abh., t. I, p. 104. 
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3 CHAPITRE I. — TOURBILLONS DANS LES FLUIDES PARFAITS. 5 

rotation Ç, 7), Ç satisfait toujours identiquement à la condition solénoïdale 

ùx dy dz 

Cette condition introduite dans la formule de Green, où Ton fait 

montre que la somme des produits de l'élément de surface par la composante 
normale de la vitesse de rotation est nulle pour toute surface fermée. Pour une aire 
limitée à une courbe fermée, la somme de ces produits est donc indépendante 
de la forme de la surface; elle ne dépend que delà courbe contour, et sa valeur 
est, d'après le théorème de Stokes, égale à la moitié de l'intégrale curviligne 

,= /( w £ + ^-*"' v ë) rf * =a // w <' s ' 

que nous appellerons, avec Sir W. Thomson, circulation le long de la courbe 
fermée. 

Appelons ligne-tourbillon une ligne qui a pour tangente en chaque point la 
vitesse de rotation w relative à ce point; il ne passe en général qu'une ligne- 
tourbillon par chaque point de l'espace . La surface engendrée par une ligne- 
tourbillon qui se déplace le long d'une courbe fermée est un tube-tourbillon 
clos latéralement, ouvert seulement aux deux bouts. La composante de la vitesse 
de rotation normale à la surface latérale est nulle par définition; la circulation 
dans un circuit fermé tracé sur le tube, en rencontrant une fois et une seule 
chacune des génératrices, est donc la même, en quelque point du tube qu'on 
transporte ce circuit. Nous appellerons intensité du tube cette valeur commune 
de la circulation. De là résulte qu'un tube ne peut pas se terminer au milieu 
du fluide; il se jerme sur lui-même en forme d y anneau, ou bien s'étend jus- 
qu'à la paroi ou jusque aux surfaces sur lesquelles w, v, w cessent d'être con- 
tinues et d'avoir des dérivées. Dans ce cas encore on peut concevoir que le 
tube se ferme dans la surface même (n° 3; n° 6). 

Ainsi la partie de l'espace dans laquelle existent des rotations doit être conçue 
comme divisée en anneaux-tourbillons fermés, d'intensité uniforme dans toute leur 
longueur. C'est la première partie de la proposition importante établie pour la 
première fois'parM.H. von Helmholtzdansle cas des fluides incompressibles (i858). 
La démonstration suppose uniquement la continuité de u, v, w, mais non celle 
de £, 7;, Ç; si la rotation est discontinue, le tube présente au point correspondant 
un angle fini. 

3. Surfaces de discontinuité. — La quantité u, v, w peut avoir des valeurs dif- 
férentes u i} P|, w K , t/ 2 , t>2, tv a , de part et d'autre de certaines surfaces particulières 
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2. La direction X, jjl, v de la normale à la surface S traverse celle-ci du côté i au 
côté 2. La discontinuité est définie par trois quantités u 2 — u Ky v 2 — f», w 2 — Wi, 
auxquelles on peut en substituer trois autres analogues aux dilatations et aux ro- 
tations et qui permettent de conserver les énoncés généraux déduits des formules 
de Green et de Stokes, 

et 

2 H = v (wj — Ui) — ^(w 4 — Wj), 
aZ =X(v, —V! ) — fx(a 2 — w,), 



soumises à la relation 



XS -+- jiH -h vZ = o, 



qui exprime que la direction S, H, Z est tangente à la surface S; elle est en outre 
perpendiculaire à l'accroissement fini u 2 — u if v 2 — t^, w 2 — W\, de w, v, w 
(Helmholtz, i858). 

Dans l'interprétation hydrodynamique, on regarde ordinairement la densité 
superficielle de la matière comme constamment nulle; alors 6 est nul. 

Il n'en serait pas nécessairement ainsi en Électrostatique, ou même en Hydro- 
dynamique à la surface de séparation de deux liquides différents. Mais la con- 
sidération de ces différences nous entraînerait trop loin de notre sujet. 

Les quantités E, H, Z sont de même nature que les produits des quantités £, 
r n Ç par une longueur. Le produit d'un élément de longueur pris dans la surface S 
par la composante de SHZ normale à cet élément est une intensité. 

Les courbes de la surface 2 tangentes en chaque point à S, H, Z sont des 
lignes-tourbillons; l'espace compris entre deux lignes-tourbillons est un fuseau- 
tourbillon; la surface 2 elle-même une couche de tourbillons. Mais l'intensité 
d'un fuseau-tourbillon n'est pas nécessairement constante dans toute sa longueur. 
Soient I|, I 2 les intensités des tubes-tourbillons qui découpent sur la surface 2 
une longueur finie d'un fuseau-tourbillon, et 8J l'accroissement de l'intensité 
du fuseau -tourbillon parcouru dans le sens positif; traçons des sections quel- 
conques des tubes-tourbillons i, 2, de part et d'autre de la surface 2. L'intensité 
totale qui sort du volume ainsi limité est nulle, par le théorème de Stokes ; on a donc 

SJ-t-I,— 1 1 = . 

Les tubes-tourbillons se ferment tous, en partie par une continuation du tube 
de Vautre côté de la surface 2, en partie par un fuseau situé sur cette sur- 
face. Pourtant, si les deux valeurs de la vitesse de rotation normale 

. làw dç\ (au àw\ /dv du\ 
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sont partout égales de part et d'autre, les fuseaux forment un système superficiel 
fermé ou indéfini, à intensité uniforme, complètement indépendant des tubes; et 
ceux-ci traversent la surface sans variation d'intensité. Enfin, si d'un côté de la 
surface il n'y a pas de rotation, tous les tubes de l'autre côté se ferment par les 
fuseaux superficiels. 

Ce dernier cas se présente en particulier lorsque tout le fluide contenu à l'inté- 
rieur de la surface de discontinuité se meut comme un solide indéformable; les 
vitesses superficielles du fluide intérieur sont alors identiques aux vitesses que 
prendrait la surface d'un solide de même forme, dans son mouvement d'ensemble. 
M. Beltrami a traité en détail (1874) le cas où la surface de discontinuité appar- 
tient au système des surfaces homofocales du second ordre. 

4. Si Von connaît les vitesses de rotation £,?),£ et la vitesse de dilatation 
cubique 8 à l'intérieur d'une surface fermée, ainsi que la composante normale 
de la vitesse de translation lu -f- mv -f- nw sur la surface limite, les trois 
fonctions w, v, w sont entièrement déterminées dans tout l'intérieur. En effet, 
il ne peut y avoir deux solutions différentes 1 , 2 . Indifférence des vitesses u K — w a , ... 
a un potentiel V,(£i — $2 = 0, ...), qui satisfait à AV=o, (8| — 8 2 = o), dans tout 

l'intérieur, et àr- = o, sur la surface, (lu K -\-mv s -\-nw h — lu 2 — mv 2 — nw 2 = o). 

On sait, par le théorème de Green, que ce potentiel V est constant, et la diffé- 
rence des vitesses nulle, si la région considérée est simple. 

Si la région est multiple d'ordre n + i, il faut connaître en outre les valeurs 
des n constantes cycliques (Thomson, 1869). Une région est multiple lorsque cer- 
tains circuits fermés ne peuvent pas être réduits à un point sans sortir de la région. 
La circulation sur un de ces circuits peut avoir une valeur différente de zéro, 
malgré l'existence d'un potentiel des vitesses; mais, pour tous les circuits réduc- 
tibles les uns aux autres, la circulation est la même. S'il existe n circuits irréducti- 
bles distincts, la région est multiple d'ordre n -f- 1; les n valeurs distinctes de la 
circulation s'appellent les n constantes cycliques. Tel est un volume sphérique 
contenant un nombre quelconque de solides pleins, et des solides percés d'un 
ou plusieurs trous, comme des anneaux, des grillages, etc., de telle sorte que le 
nombre des trous distincts soit h. L'extérieur d'un cylindre indéfini, l'extérieur 
ou l'intérieur d'un tore sont des espaces multiples du deuxième ordre. 

Quand les constantes cycliques sont données, la différence des deux solutions 
a un potentiel uniforme, puisque la circulation est alors nulle dans tous les cir- 
cuits; le théorème de Green (') montre que les deux solutions sont identiques. 



ôx oy àz On ' 
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Il en est de même s'il y a des surfaces de discontinuité, pourvu que Ton connaisse 
le long de ces surfaces la différence des valeurs w 2 — u { , v 2 — v 4 , w 2 — w 4 . 

Espace infini. — Les fonctions P, L, M, N peuvent être mises sous forme d'inté- 
grales quand aucune paroi située à distance finie ne limite l'espace (Stores, i849? 
On the dynamical theory of diffraction, Sect. I) : 

Jff\dxdydM i [fjfUxdydz 

Les intégrales triples sont étendues à tout l'espace; les intégrales doubles aux 
surfaces de discontinuité. Stokes n'avait pas tenu compte de ces dernières. On 
suppose que £, 7), Ç, 8, S, H, Z, S n'ont de valeurs finies qu'à distance finie; à 
l'infini, u> v, w sont nuls; Ç, y\ 7 Ç, S, H, Z doivent d'ailleurs satisfaire aux con- 
ditions n° 3. 

Analogie électromagnétique. — On peut regarder la vitesse en un point 
comme la résultante de vitesses dues aux dilatations cubiques et aux rotations 
to dans tout l'espace ; chaque élément de volume dV contribue ainsi pour sa part 
à la production de la vitesse en un point quelconque. La part due à la dilatation 

est identique à la force magnétique duc à une distribution de densité — — ; ce qui 

provient de la vitesse de rotation to est identique à la force électromagnétique 
produite, suivant la loi de Laplace, par une distribution de courants électriques 

— , — y —(M. La loi erénérale de distribution de ces forces magnétiques est si 

familière au physicien, il est si facile de réaliser le spectre magnétique de courants 
distribués comme on veut, que cette ingénieuse remarque d'Helmholtz fournit 
sans calcul l'explication de bien des phénomènes. 

Espace limité simple. — La condition à la paroi n'est pas satisfaite par les 
valeurs de P, L, M, N écrites plus haut ; il faut les compléter. Malheureusement on 
ne sait pas, jusqu'à présent, le faire au moyen de la seule donnée nécessaire, la 



(*) Il est facile de s'en assurer en réunissant sous le même signe d'intégration les termes tels que 

dh M âS dW _ <M 

dx ày dz dy dz 

Dans la région occupée par les courants, cette force électromagnétique, comme on sait, n'a pas de 
potentiel ; mais, dans l'espace extérieur aux courants, elle en a un, 9, qui permet de remplacer 

-— par -3—» Ce potentiel 9 est en général multiple, tandis que le potentiel P est simple. 

ày oz ox 
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vitesse normale. M. Bollzmann (1 87 1) a fourni à ce sujet quelques indications que 
je vais reproduire en les généralisant. Supposons que l'on connaisse les trois com- 
posantes de la vitesse sur la surface limite; ce sont des données surabondantes, on 
ne saurait donc les prendre au hasard. Remplaçons la surface limite par une sur- 
face de discontinuité et la matière située au delà par le fluide lui-même indéfi- 
niment étendu. 

Premier cas. — La paroi entière est rigide et immobile. — On peut supposer 
le fluide extérieur complètement immobile. Les termes complémentaires sont, en 
faisant u 2 , v 2 , w a nuls, 

eds », 1 r rzds 






P' est nul dans les applications hydrodynamiques. 

Deuxième cas. — La paroi extérieure est rigide et immobile. Les parois in- 
ternes sont mobiles comme des corps solides. — Les termes complémentaires 
ont la même forme; u 2} v 2 , w 2 sont nuls en dehors de la surface externe; dans les 
corps solides, u 29 v 2y w 2 sont les vitesses superficielles elles-mêmes de ces corps. 

Troisième cas. — Les parois internes sont mobiles et déformables ; elles en- 
ferment un volume constant. — On peut se donner arbitrairement les vitesses 
internes satisfaisant à la condition d'incompressibilité et fournissant les valeurs 
de la vitesse normale de la paroi; on en déduit les rotations internes Ç 2 , r l2 , ^2» 
et les rotations superficielles S, H, Z; les termes complémentaires comprennent 
des intégrales superficielles et des intégrales en volume; le terme complémentaire 
P' est nul. Tel est le plan adopté par M. Boltzmann. 

Quatrième cas. — Le volume enfermé par les parois internes varie d'une 
manière connue. La paroi externe est déformable. — La méthode générale con- 
siste à ajouter aux rotations et dilatations connues dans une certaine région des 
rotations et dilatations étendues à tout le reste de l'espace, en partie arbitraires, 
mais satisfaisant aux conditions relatives à la paroi, de manière à retomber sur 
le cas de Stokes. On peut se donner les valeurs u, t>, w au dehors d'une manière 
entièrement arbitraire, pourvu qu'on tienne compte des surfaces de discontinuité 
dans les termes complémentaires. Parmi les conditions qu'on pourrait s'imposer, 
se trouvent l'uniformité de la dilatation cubique, qui facilite en général le calcul 
du terme complémentaire P 7 , l'égalité des vitesses normales aux parois qui sup- 
prime dans P' l'intégrale superficielle. On pourrait même ajouter que les vitesses 
aient un potentiel, ce qui achèverait de déterminer le problème, sans le rendre 
plus facile. 

2 
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o. Equations du mouvement d'un corps continu. — Le fluide continu que 
nous allons étudier dans ces deux premiers Chapitres est supposé absolument dé- 
pourvu de diflusibilité. Si à un instant quelconque on trace dans le fluide une 
surface fermée, la partie du fluide qui est située d'un côté de cette surface ne se 
mélangera jamais avec le reste ; les parties du fluide qui forment la surface ne 
cesseront jamais de former une même surface continue qui se meut et se déforme 
avec le fluide. En particulier, on peut diviser le volume entier en éléments qui 
enferment toujours les mêmes parties du fluide malgré les changements de gran- 
deur et de forme qu'ils éprouvent, et qui se meuvent comme des points matériels. 
Clausius a montré dans sa théorie cinétique des gaz comment la diflusibilité a pour 
conséquences la conductibilité calorifique, et le frottement interne; il en est de 
même dans le cas des liquides, mais nous réserverons cette question pour un 
Chapitre ultérieur. Suivant les notations d'Euler, nous appelons m, t>, w les vitesses 

actuelles du point matériel qui passe en x, y, z, et jr- la dérivée par rapport au 

temps d'une fonction relative à la masse mobile et non au point x,y, z de l'espace. 
On sait qu'on a symboliquement 

D d ù à à 

Dt dt dx dy dz 

Les équations du mouvement d'un fluide parfait sont 

i dp Du 

p àx Dt 

et les deux symétriques; p est la pression normale, p la densité et X, Y, Z la force 
extérieure qui agit sur l'unité de masse. On doit y joindre l'équation de conserva- 
tion de la matière 

Enfin il faut exprimer les propriétés physiques du fluide que l'on étudie. Les 
cas les plus simples sont ceux où, par suite des conditions particulières du pro- 
blème, on peut regarder la pression comme une fonction de la densité; c'est ce 
qui arrive lorsque la température du fluide est uniforme dans toute son étendue, ou 
encore lorsque aucun échange de chaleur ne se produit entre les éléments de volume 
contigus. Ces conditions ne sont jamais remplies qu'approximativement, et, 
lorsqu'on veut serrer de plus près la réalité, on rencontre des difficultés consi- 
dérables; au lieu d'une relation finie unique entre la pression et la densité, on 
doit écrire plusieurs équations différentielles comprenant la température et fai- 
sant intervenir la conductibilité calorifique. Helmholtz et Kirchhoff ont abordé 
sous cette forme quelques problèmes d'acoustique. Bjerkness a particulièrement 
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étudié le moyen de conserver une équation finie unique, lorsque les mouvements 
sont périodiques (Acta mathematica, 1884). 

Dans un corps quelconque, susceptible de grandes déformations et d'écoulement 
sans rupture, les forces élastiques ne sont pas nécessairement normales; on doit 

remplacer dans les équations d'Euler les termes, tels que — -p» par les groupes de 

/)\ HT AT 

termes -^-i -h -r-î -+- ■— -> suivant les notations de Lamé. Reste la difficulté physique 

de découvrir les relations de compressibilité, de dilatation et de frottement qui 
lient les pressions normales et tangentielles à la déformation et à la vitesse de 
déformation, ainsi que les relations calorimétriques correspondantes. Lorsque 
l'état d'équilibre ne dépend que des pressions normales, on a admis que les actions 
tangentielles et les excès des actions normales sur leur moyenne ne dépendent 
que de la vitesse de déformation et non de la déformation elle-même : c'est ce qui 
arrive pour tous les corps gazeux, ou franchement liquides; l'expérience a même 
montré que, dans des limites fort étendues, ces actions sont proportionnelles aux 
vitesses de déformation. On a alors 

Mais il n'en est plus de même pour les cires, les résines liquéfiées, les solides mous 
sous les pressions employées par M. Tresca. Les oscillations de flexion et de tor- 
sion de fils métalliques fins révèlent déjà des actions de ce genre, dont les lois élé- 
mentaires sont encore inconnues malgré de nombreuses expériences. La suite de 
cet article fera comprendre sur un sujet beaucoup plus simple le genre de difficul- 
tés que l'on rencontre, même pour les fluides parfaits, dès que l'amplitude du 
mouvement exige l'emploi des équations différentielles complètes (Chap. II). 

Les forces extérieures X, Y, Z ont généralement un potentiel V; une seule 
exception importante se présente, quand le liquide est parcouru par des courants 
électriques. 

Enfin il faudrait écrire les équations à la surface : elles comprennent une équa- 
tion cinématique, exprimant la conservation de la vitesse normale à travers la 
surface, et une équation statique, exprimant que la différence des pressions pi,pi y 
de part et d'autre de la surface, est égale au produit de la tension superficielle A 
par la courbure moyenne c. On néglige généralement l'influence de la tension 
superficielle quand la courbure de la surface de contact est un peu grande ('). 



(*) Cette manière d'écrire les équations suppose essentiellement qu'il n'y a pas de variation rapide 
de densité au voisinage de la surface; les équations générales seraient une équation de conservation 
de la matière avec accroissement de la densité superficielle, comme en électricité statique, et trois 
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6. Permanence des tubes-tourbillons. — Considérons d'abord un fluide sans 
frottement, soumis à des forces extérieures douées d'un potentiel à valeur unique 
en chaque point, dont la pression est une fonction déterminée de la densité. Une 
combinaison facile des équations d'Euler donne 

en tenant compte de la relation 

V(udx) Da . 

— ^=; = -rr — OX -h UCtU, 

Dt Dt ' 

l'intégration est étendue à une portion finie de courbe, mobile avec le fluide ( 4 ) 
(Thomson, 1869). La fonction entre parenthèses est uniforme, et le second mem- 
bre s'annule quand la courbe est fermée. Ainsi la circulation dans une courbe 
fermée mobile avec le liquide ne change pas avec le temps. Il en est de même de 
l'intensité du tube-tourbillon dont cette courbe est la directrice. 

Dans un espace où les vitesses u, p, \v sont continues, un anneau-tourbillon 
est toujours formé de la même matière et doué d'une intensité invariable. 

La première démonstration de cette propriété pour les liquides est due à 
Helmholtz(i858). Dans ses Leçons de Physique mathématique (1877), KirchhoiFa 
déduit le même résultat de la marche même au moyen de laquelle Cauchy avait 
établi, pour la première fois, rigoureusement, le principe de la conservation du 
potentiel des vitesses dû à Lagrange. La méthode d'Helmholtz peut être facilement 
étendue à tous les fluides (Nanson, 1 885). On montre que la vitesse de dilatation 
linéaire dans la direction de la vitesse de rotation £, r h Ç est proportionnelle à la 

vitesse d'accroissement du rapport — de la vitesse de rotation à la densité; ce qui 

équivaut à la conservation de l'intensité, si l'on tient compte de la conservation de 
la masse dans un élément de tube-tourbillon. 



équations dynamiques de mouvement de cette couche superficielle sous l'influence des forces qui la 
sollicitent. La force normale à la surface est/> f — />,-*- cA; les forces tangentielles sont les variations 

de la tension superficielle -7- 1 -p » liées aux variations de la densité superficielle par une équation de 

compressibilité à demander à l'expérience; les vitesses à introduire dans cette équation dynamique pa- 
raissent être les demi-sommes des vitesses du liquide et de la paroi en contact. 

(') Tant que u, v, w sont continues, une courbe mobile avec le fluide ne peut pas se rompre; un 
tube, une surface fermée enferment toujours la même matière; il résulte du Mémoire de M. Hill (1881) 
que, pour un système quelconque de tubes mobiles avec le liquide, il existe une quantité constante 
le long du tube, et qui se conserve dans le mouvement, jouant ainsi un rôle analogue à celui de 
l'intensité. 
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Cas où il y a des surfaces de discontinuité S. — Les trois démonstrations 
montrent que toute la partie du tube-tourbillon qui reste d'un même côté de la 
surface de discontinuité conserve son intensité. Deux tubes-tourbillons qui dé- 
coupaient le même élément dS cessent aussitôt de se correspondre : on ne peut 
même plus les supposer réunis par un fuseau-tourbillon pris sur la surface ; car 
la direction de leur déplacement relatif (w 2 — w 4 , v 2 — ^o &2 — «N ) est précisé- 
ment orthogonale à la direction du fuseau E, H, Z. On doit donc renoncer à la 
conception de tubes-tourbillons qui se ferment à travers la surface de disconti- 
nuité, et regarder deux tubes-tourbillons, situés de part et d'autre de cette surface, 
comme entièrement indépendants; il convient de distinguer, sur la surface 2, 
deux couches situées l'une du côté (i), l'autre du côté (2), se mouvant l'une avec 
la vitesse w,, ^,, w,, l'autre avec la vitesse u 2i v*y «^, et fermant respectivement 
les tubes-tourbillons correspondants. 

Un tube-tourbillon qui aboutit à une surface de discontinuité mobile avec lç 
fluide reste toujours composé des mêmes masses ( ' ). 

7. Exceptions dues aux forces extérieures. — La conservation de l'intensité 
des tubes-tourbillons est en défaut si les forces extérieures n'ont pas de potentiel 
ou si ce potentiel n'est pas uniforme. Cela se produira si Le liquide tout entier 
est sillonné de courants électriques permanents ou variables, soumis à leurs ac- 
tions mutuelles et placés dans un champ magnétique. Soient a, [3, y les compo- 
santes de ces courants, a, 6, clés composantes de la force magnétique totale; on a 

pX = &y — C P> pY = ca — ay, pZ = a{J — 6a, 
et il faut, au lieu de V A — V B , mettre dans le second membre de l'équation (1) 

cette intégrale n'est pas nulle, en général, pour un circuit fermé, comme on 



(*) Si la surface de discontinuité se déplace par rapport au fluide, les tubes-tourbillons qui y 
aboutissent ne restent pas formés des mêmes masses fluides : ils peuvent se fermer et devenir libres; 
des anneaux peuvent au contraire rencontrer la surface, s'y ouvrir et s'y détruire; pour la matière 
d'un tube qui passe d'un côlé à l'autre de la surface de discontinuité, l'intensité change de valeur. Mais 
ce cas est ordinairement exclu : la masse de fluide qui traverse la surface doit y subir un change- 
ment fini de vitesse tangcntielle, ce qui exige l'action d'une force tangentielle finie par unité de sur- 
face, que la capillarité ne peut produire; il existe pourtant des actions physiques capables de pro- 
duire de pareilles forces : le frottement superficiel, les actions électrostatiques sur une couche 
superficielle d'électricité non en équilibre, les actions magnétiques sur une couche mince des cou- 
rants électriques. Ces cas exceptés, une surface de discontinuité sépare deux masses de fluides à 
jamais distinctes. 
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s'en assure facilement sur un exemple simple. Donc, dans un fluide parcouru par 
des courants électriques : 

i° La circulation n'est pas invariable dans un circuit fermé qui se meut avec le 
fluide. Il en est de même de l'intensité relative à une portion de surface limitée. 
Elle peut croître indéfiniment si le mouvement maintient la même disposition 
géométrique des lignes-tourbillons par rapport aux lignes de force magnétique et 
aux courants. 

2° Un tube-tourbillon ne se meut pas avec le fluide, il n'est pas lié indéfiniment 
à la matière dont il est formé à une certaine époque. 

Chacun sait en effet comment on produit la rotation électromagnétique des li- 
quides dans des expériences classiques. Comme ce mode de génération du mou- 
vement rotatoire n'a pas été jusqu'ici utilisé pour l'étude même des tourbillons, 
je n'en parlerai pas davantage. 

Je ne parle pas non plus d'un corps doué de magnétisme permanent; la réalité 
physique semble appartenir non à la masse magnétique, mais au moment magné- 
tique; l'existence du magnétisme permanent n'est possible que dans un corps dont 
les réactions élastiques pourraient donner sur un élément de volume un couple 
proportionnel au volume. Aucune des théories actuelles de l'élasticité ne s'applique 
à ces corps ; les transformer ici m'entraînerait trop loin; d'ailleurs une aimanta- 
tion permanente semble incompatible avec l'état fluide parfait. 

Exceptions dues aux réactions élastiques. — Pour un fluide élastique quel- 
conque, le terme / — est remplacé par 

J A |_\ dx dy dz / as \ àx dy àz / as \ àx dy dz ) ds J p ' 



où l'on doit tenir compte des lois de compressibilité. Cette intégrale s'annule pour 
un contour fermé quelconque, lorsque la quantité intégrée est différentielle 
exacte ; cela n'arrive que pour certaines lois de mouvement particulières à chaque 
nature de fluide élastique. Pour les fluides parfaits eux-mêmes, il faut que la pres- 
sion soit une fonction de la densité seule, ce qui est loin d'être le cas général. 

Il est assez difficile de se rendre compte sans calcul de la nécessité de ces di- 
verses conditions. Dans un fluide parfait, les pressions produisent sur un élément 
de volume une poussée normale aux surfaces d'égale densité. Dans un corps ordi- 
naire, les réactions élastiques N, T produisent aussi sur un élément de volume 
une résultante unique, mais dont la direction n'est pas liée aux surfaces d'égale 
densité. Là semble être toute la différence; pourtant, en y regardant de près, on 
reconnaît que, dans un fluide parfait, la résultante des pressions est toujours ap- 
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pliquée rigoureusement au centre de gravité du fluide contenu dans l'élément de 
volume tout comme la force extérieure, et l'inertie de la matière. Au contraire, 
dans un corps à forces tangentielles, la résultante des actions élastiques ne passe 
qu'approximativement par le centre de gravité de l'élément; pour l'y transporter, 
il faut ajouter un couple de l'ordre du produit de la résultante par le carré des 
dimensions linéaires de l'élément, et qui dépend des dérivées secondes des N et 
des T. Pour un cube ce couple ne s'annule que si trois relations entre ces dérivées 
secondes sont satisfaites : ce sont précisément celles qui expriment que l'inté- 
grale (2) est indépendante de la ligne d'intégration. Quand il n'est pas nul ce 
couple est du cinquième ordre, c'est-à-dire de l'ordre du moment d'inertie de 
l'élément de volume : il peut donc imprimer à cet élément une accélération an- 
gulaire finie, et par suite altérer son mouvement de rotation autour du centre de 
gravité ( 1 ). 

Ces considérations me paraissent indiquer dans quelle direction il convient 
de chercher la raison élémentaire de la remarquable propriété des fluides parfaits 
découverte par Helmholtz. 

Le mouvement qui prend naissance à partir du repos dans un fluide sans frot- 
tement est doué d'un potentiel des vitesses, sous les conditions énoncées plus 
haut. Il en est de même pour un fluide naturel, au moins au début du mou- 
vement; mais, si le mouvement se prolonge, le frottement interne, quelque faible 
qu'il soit, donne naissance à des vitesses de rotation qui croissent avec le temps. 
Celles-ci peuvent donc avoir une valeur finie dans le mouvement permanent d'un 
fluide, même assez dépourvu de viscosité pour qu'on puisse entièrement négliger 
les termes qui en dépendent dans les équations différentielles. C'est ce qu'on verra 
plus nettement au Chapitre II. 



(') Désignons par A, B, G, D, E, F les six composantes du moment d'inertie géométrique d'un 
petit volume quelconque, c'est-à-dire les intégrales de x' f y 7 , z',yz f zx t xy. Appelons (Â) x , (/ r , \ les 
vitesses de dilatation linéaire, de glissement et de rotation, et A x , r x , 1 des quantités formées au 

moyen des forces élastiques par unité de volume -— ! -+- ■— - ■+- -r^> • • • > • • • » comme (£) x , (J xJ \ le 

sont en u, v, w. Le moment de la quantité de mouvement d'un petit volume autour de l'axe Ox est 
le produit de p par l'expression 

(B + OÉ-F^-EÇ-hD ((D.- (£) ) + (B - C) Ç,+ Fff,- E</ e , 

et le moment des forces élastiques a la même expression en fonction de A, T, 1. Cela est d'ailleurs 
évident si l'on se souvient que l'équilibre de translation d'un élément de volume assure l'équilibre 
complet d'un volume fini quelconque. Dans le cas particulier du cube (A = B = C;D = E = F = o), 
les équations des moments donnent séparément les variations de la vitesse de rotation Ç, t„ Ç d'Helm- 
holtz. Les conditions 5L = H = Z = o, qui expriment que la circulation est constante, expriment aussi 
que la vitesse de rotation d'un élément de volume symétriq.ue est invariable avec le temps. 
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Problèmes particuliers. 

8. L'analogie électromagnétique (n° 4, p. 8) permet d'étudier facilement quel- 
ques cas importants du mouvement tourbillonnaire dans un liquide indéfini. A un 
moment quelconque l'intensité et la forme des tourbillons déterminent entière- 
ment la distribution des vitesses a, e, w : la vitesse est en chaque point égale à 
la force électromagnétique que. produiraient des courants électriques ayant même 
intensité et même forme que les tourbillons. Pour se rendre compte de la direc- 
tion de la force électromagnétique en un point du courant lui-même, il faut 
considérer la force électrodynamique que l'élément de courant subirait par les 
lois d'Ampère, et en déduire la force électromagnétique correspondante. Ayant 
ainsi déterminé la vitesse de translation d'un élément du tourbillon, il devient 
facile de reconnaître comment se meut le tourbillon dans son ensemble, s'il subit 
des déformations périodiques ou constamment croissantes. 

i° Mouvement plan. — Un tube-tourbillon rectiligne, de section invariable, 
d'intensité I, produit autour de lui un mouvement circulaire; chaque cylindre de 

rayon r tourne avec une vitesse angulaire -; le filet reste immobile. 

Un nombre quelconque de tubes parallèles se déforme et se déplace, de manière 
que le centre de gravi té des intensités reste immobile (Helmholtz, i858;^4fcA.,I,i25). 
Rirchhoff a montré l'existence d'autres intégrales du mouvement (Vorles., 2D9). 
J'examinerai seulement ici le cas de deux tubes parallèles. 

Deux tubes parallèles conservent une- distance invariable d\ chacun d'eux 
communique à l'autre une vitesse perpendiculaire au plan commun et égale à 

., — ->: ils tournent avec la vitesse angulaire — -jr- autour du centre de gravité 

de leurs intensités en décrivant des cercles égaux ou inégaux suivant que les 
intensités sont égales ou différentes. Le centre de gravité immobile est entre 
les deux tubes s'ils sont de même signe ; il est en dehors du côté du plus in- 
tense, s'ils sont de signes contraires. Deux tubes égaux et de signes contraires 
ont un mouvement de translation uniforme perpendiculaire à leur plan. Le mou- 
vement qu'ils produisent dans le plan médian est tangent à ce plan, qu'on peut 
supposer solide. Un tube, situé à une distance d d'un plan fixe, se meut donc avec 

une vitesse - — -% parallèlement à ce plan, comme s'il roulait en sens inverse de sa 
rotation. Un tourbillon compris entre deux parois planes qui font un angle - 

décrit une spirale de Cotes rsinnQ = a. Un tourbillon voisin d'un cylindre cir- 
culaire tourne tout autour sans s'en écarter, comme on le voit facilement par la 
méthode des images. 
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L n assez grand nombre dTaulres exemples de mouvements plans* dans le wisi- 
nage de parois cylindriques, ont été traites par les géomètres anglais : Basset* 
Coales. Ferrers» Greenhill,. Hiil. Hicks. dans le Quartertv JomrnnK le Mes- 
scmger* les Proceedings of tke roral Society of London. et les /Voeeet/tiijrï 
ofthe Matkematical Society. 

a* Mouvement dans /'espace. — Un tourbillon annulaire, plan et circulaire, se 
propage sans changement de diamètre dans l'espace indéfini. La vitesse con- 
stante normale à son plan dépend de son intensité, de son diamètre et des dimen- 
sions transversales du tube annulaire. 

Deux anneaux circulaires égaux parallèles et de rotations inverses ne produisent 
pas de vitesse perpendiculaire au plan de symétrie; leur mouvement nVsl pas 
changé si ce plan est remplacé par une paroi rigide. A la vitesse de propaga- 
tion propre de chaque anneau, il faut ajouter la vitesse due à Fautre. Celle-ci se 
compose d'une vitesse de translation généralement inférieure à la vitesse propre 
des anneaux et de sens contraire; et d'une vitesse d'accroissement ou de diminution 
du diamètre, suivant que les anneaux se rapprochent ou s'éloignent. Au total Pan- 
neau grandit indéGniment en se rapprochant du plan de symétrie; son mouvement 
de translation se ralentit si la rotation est inverse, il s'accélère et diminue progres- 
sivement de diamètre en s'éloignant du plan de symétrie. Comme ces deux mou- 
vements correspondent à des rotations inverses, il ne saurait être question de 
réflexion de l'anneau contre le plan; il doit s'en approcher sans jamais l'at- 
teindre. • 

On peut analyser de même le mouvement de deux anneaux de même axe, mais 
inégaux en diamètre et en intensité. Considérons deux anneaux de même signe et 
peu différents. Pris isolément, ils auraient des vitesses de translation égales pour 
certaines valeurs de leurs diamètres. Mais les actions mutuelles accélèrent de plus 
en plus le mouvement de celui qui est en arrière, B, en le rétrécissant ; au contraire, 
elles dilatent le premier, A, dont la vitesse diminue jusqu'à devenir égale, puis infé- 
rieure à celle de B, si bien que l'anneau B traverse l'anneau A et passe devant. 
Désormais les rôles sont renversés, l'anneau B se dilate et se ralentit, l'anneau A se 
rétrécit et s'accélère et le même jeu se reproduit indéfiniment entre les deux 
anneaux qui passent tour à tour l'un dans l'autre sans se quitter jamais (Helmholtz, 
i858). J.-J. Thomson, qui a étudié à fond celte question (i883)> a précisé les 
conditions de ce mouvement, et les relations qui existent entre ses éléments. Con- 
sidérons deux tores circulaires, engendrés parla révolution de deux circonférences 
concentriques autour du même axe, et animés de la même vitesse de translation le 
long de cet axe. Chacun des anneaux décrit la surface de l'un des tores. Le cône 
variable qui les réunit passe toujours par la circonférence axiale commune. Les 
intensités des deux anneaux sont sensiblement en raison inverse du diamètre de la 
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section méridienne du tore correspondant, pourvu que les volumes des tubes-tour- 
billons soient les mêmes. 

Deux anneaux de même axe, mais de signes contraires, marchent l'un vers l'autre ; 
le plus petit se ralentit, grandit et traverse l'autre qui s'est dilaté pour le laisser 
passer, en se ralentissant s'il n'est pas très grand, en s'accélérant au contraire s'il 
est beaucoup plus grand. Après cela, tous les effets changent de signe, et les 
anneaux se séparent en général. Il ne semble pourtant pas impossible que l'un 
des deux, plus intense et plus grand, en traîne l'autre dans son mouvement de trans- 
lation, chacun oscillant autour d'une position moyenne. 

9. Chaque tube-tourbillon est accompagné d'une certaine quantité de fluide 
dénué de rotation, qui lui forme une sorte d'atmosphère. Cette atmosphère peut 
d'ailleurs se séparer du tube-tourbillon quand il subit une variation d'énergie tem- 
poraire ou. permanente par une cause quelconque. Sir W. Thomson en a donné 
un exemple, dans le cas de deux tubes parallèles, égaux et de rotations inverses 
( 1867) (/£#. 1). La vitesse de translation des tourbillons est moindre que celle 

Fig. r. — (W. Tdohsos, Proc. R. S. Ed., 1867.) 




qu'ils produisent entre eux sur une certaine étendue du plan médian; il existe 
un cylindre, lieu des points où la vitesse du fluide a une composante u perpendi- 
culaire au plan des deux tubes égale à leur vitesse de translation commune U: 
c'est ce cylindre qui limite l'atmosphère ; il entoure les deux tubes. A l'intérieur 
de ce cylindre la vitesse u du liquide parallèle à la vitesse de translation des tour- 
billons est supérieure à U; elle est moindre à l'extérieur. Les courbes tracées sur 
la figure sont des lignes de flux par rapport aux tourbillons. Les lignes exté- 
rieures, qui n'ont pas été tracées, sont grossièrement parallèles à l'axe de symé- 
trie dont elles s'écartent pour contourner l'atmosphère des tourbillons mobiles. 
Les équations de ces lignes sont très faciles à déduire de l'analogie électroma- 
gnétique. Elles sont indépendantes de l'intensité. 
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Dans le cas des anneaux circulaires, l'atmosphère également indépendante de 
l'intensité a beaucoup moins d'étendue; elle est généralement contenue à Tinté- 
rieur d'un anneau qui enveloppe le tourbillon; son épaisseur dépend du rapport 
du volume du tube à son ouverture. C'est seulement quand cette ouverture est 

petite (a < e ** +1 ) c l ue ^ a surface limite coupe l'axe; d'abord concave au centre, 
puis convexe, elle s'allonge à mesure que l'anncau-tourbillon se rétrécit. 

10. Vibrations des tourbillons. — Dans tous les exemples précédents, le mou- 
vement a un caractère permanent. Mais il importe d'aller plus loin et d'étudier les 
lois des vibrations des tourbillons, pour savoir quelles sont les formes stables. Les 
déformations de la ligne axiale du tourbillon d'intensité I peuvent quelquefois être 
étudiées sans hypothèse sur la distribution de l'intensité dans la section du tube et 
sur la forme de cette section ; mais il n'en est jamais ainsi des variations de forme 
de la section. On s'est borné jusqu'à présent à l'étude des tourbillons liquides 
dont l'intensité est uniformément distribuée dans la section droite; cette unifor- 
mité de distribution se conserve, quelles que soient les déformations du contour 
de la section droite, et l'on peut calculer par quadratures les vitesses internes et 
externes dues au tourbillon déformé. 

La surface limite du tourbillon est constamment formée des mêmes parties 
fluides; si on la représente par F(#, y, z 9 t) = o, à chaque instant on a 

à¥ d¥ dF d¥ 

On choisit d'abord le système de coordonnées géométriques le mieux approprié 
à la forme particulière du tourbillon, et on prend pour la fonction F un dévelop- 
pement en série dont les coefficients seuls dépendent du temps. On en déduit par 
des quadratures (n° 4-, p. 8) les valeurs de w, t>, w sur le contour en fonction des 
valeurs actuelles des coefficients, et on les porte dans l'équation (1). Celle-ci 
se décompose en autant d'équations différentielles du premier ordre qu'il en faut 
pour déterminer tous les coefficients en fonction du temps. Il ne reste plus qu'à 
intégrer, ce qui présente presque toujours des difficultés insurmontables. Tou- 
tefois il est ordinairement assez facile de décider si la forme type adoptée est 
stable pour toutes les petites déformations, car les équations sont alors linéaires. 

Kirchhoff a étudié en détail (Vorles., p. a65) le tube rectiligne à section ellip- 
tique. Soient Ç la vitesse angulaire élémentaire, et a, b les deux axes de l'ellipse 
contour : 

i° Le contour de la section tourne sans se déformer autour de son centre avec 

une vitesse u> égale à . , x * 

(a -*-£)* 
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2 Un point intérieur (^0,^0)» situé sur une ellipse d'axes ka. Are, homothé- 
tique au contour, décrit avec la vitesse angulaire co une circonférence de rayon 

^k(a -f- b) dont le centre est au point ~~ # , — jr Y* P ar rapport aux axes de 

l'ellipse prise dans sa position initiale. 

Les résultats de Kirchhoff se prêtent à un énoncé beaucoup plus clair à mon 
avis, et qui donne la physionomie générale du mouvement dans tous les cas. Dans 
la section droite tournant tout entière avec la vitesse angulaire co, traçons les 
ellipses homo thé tiques au contour. Chaque ellipse mobile reste constamment 
formée des mêmes particules fluides, qui la parcourent conformément à la loi des 
aires dans le sens du mouvement général avec la vitesse aréolaire k 2 <oab, en sorte 
que toutes les ellipses sont décrites dans le même temps. 

Il en est de même quelle que soit la déformation simple du contour. Une rota- 
tion lente entraîne le contour et les courbes homothétiques, le long desquelles le 
fluide se meut rapidement dans le même sens avec une période uniforme. Sir W. 
Thomson a montré que, pour une petite déformation à n saillies, la vitesse angu- 
laire du contour est £. La section circulaire est encore stable si les saillies 

n * 

occupent des hélices de même pas, au lieu de génératrices, sur la surface du tube 
tourbillon (1880). 

Des tubes circulaires égaux distribués aux sommets d'un polygone régulier un peu 
grand forment un système stable si le polygone n'a pas plus de six côtés; ils tour- 
nent avec une vitesse angulaire uniforme autour du centre immobile. Mais, si le 
polygone a seulement sept sommets, l'un des déplacements possibles croît indé- 
finiment, au lieu d'être périodique, et le système des sept tourbillons est instable 

( J.-J. Thomson, i883). La vitesse de rotation commune (>) n est égale à -I, s'il 

y a n tubes. Les périodes des déplacements sont résumées dans le Tableau sui- 
vant : 

/i= 3 4 5 6 

_ itz 3tt /- air 8ir 4^ 87: _ ioit 211 5r iotc 

W3 «>* t» k 0)5^14^-2/5 Wi «"«/S *W32 <D6 20> 6 3(0 6 

Quant aux déformations de la section de chaque tube, J. Thomson a examiné 
leur influence dans le cas de deux tubes. Elles produisent des variations périodiques 
de tous les éléments d'autant plus petites que le nombre de dentures de la défor- 
mation est plus grand. Par exemple, l'ellipse tourne autour de son centre avec sa 
vitesse de rotation propre et oscille lentement autour de la forme circulaire 

avec la période — ; Tellipticité maximum varie en raison inverse du carré de la 

distance des deux tubes. 
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Voyons maintenant l'anneau circulaire de rayon moyen a et qui a pour section 
méridienne un cercle de très petit rayon b. J.-J. Thomson a démontré (i883) 
que cette forme est stable. La vitesse de translation moyenne est 

_JL(io g ?£_,). 

Sir W. Thomson avait indiqué dès 1867 une valeur à peine différente. Si la circon- 
férence moyenne est divisée en n segments égaux par la vibration, la période est 
sensiblement 

/n«(i»«-i) Hog^' 

tant que n est petit. Quand n est de Tordre de t> la période devient 

iiza ^iza 



•»•(»«- 1) ,/|o g iJ_ Iï08 J 



iiza 



Si Ton met en évidence la longueur d'un segment vibrant, ces deux valeurs 

concordent d'une manière satisfaisante avec celles que Sir W. Thomson (1880) 
avait trouvées pour un tourbillon recliligne dont Taxe est simplement fléchi. 

Il est facile de se rendre compte que toute courbe plane autre que le cercle se 
déforme nécessairement en progressant; car les forces électromagnétiques perpen- 
diculaires au plan de la courbe ne sont pas partout égales ; la vitesse de transla- 
tion des diverses parties de l'anneau n'est pas la même; il cesse d'être plan. En 
même temps les forces électromagnétiques cessent d'être parallèles à leur résul- 
tante; la projection de l'anneau sur son plan primitif change de forme et, tout en 
progressant avec une vitesse moyenne constante, il oscille autour de la forme cir- 
culaire, se courbe et se tord. 

H. Choc de deux anneaux. — J.-J. Thomson a étudié l'influence mutuelle de 
deux anneaux circulaires qui passent assez loin l'un de l'autre pour qu'on puisse 
se contenter d'une première approximation. Voici les résultats principaux qu'il a 
obtenus (i883): 

La direction et la vitesse du mouvement, le diamètre des anneaux subissent un 
changement permanent; en outre, chacun d'eux est mis en vibration; quand ils se 
sont écartés l'un de l'autre, la période est celle qui correspond aux dimensions 
finales de l'anneau. Les directions de référence sont : 

i° La plus courte distance D, entre les lignes presque droites parcourues par 
les centres des deux anneaux A et B ; 
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a° Le plan N perpendiculaire à cette plus courte distance en son milieu ; 

3° Les directions mêmes des mouvements de chaque anneau AA', BB' sensi- 
blement parallèles au plan N. 

Les deux anneaux n'arrivent pas simultanément aux extrémités de la droite D< ; 
j'appellerai A celui qui y passe le premier. La plus courte distance entre les deux 
anneaux est une droite D 2 différente de D< et plus longue. 

Soient I, R, U, I', R', U' l'intensité, le rayon et la vitesse de translation des 
deux anneaux A, B et e l'angle des chemins AA', BB'. La vitesse relative des deux 

anneaux est 

V=/U , H-U / « — aUU'cose. 

L'accroissement du rayon R après le choc est 



«-'»^('-'ïï)/,-a. 

L'angle du chemin de A avec N, compté positivement quand A s'éloigne du 
plan, est 

t ain V»D* l \ 3D|/ 

L'angle du chemin dévié de A avec le chemin initial, mesuré parallèlement au 
plan N et pris positivement vers BB', est 



, .^UU'sinMU-U'cose 



V*D| v *Di)y l Df 

Quant aux signes, le Tableau suivant les résume : 



aDi 
D t > -— , A et B s'écartent du plan N © > o, ©' > o, 

/3 

D, < — -, A et B se rapprochent du plan N ©<o, <p'<o. 

/3 

D,>2D, \ D 2 <aD,. 

Le rayon et l'énergie de A croissent. Sa vitesse de translation diminue. $R > o. 

Pour B c'est le contraire. 

U >U'coss A se rapproche de BB' ^ > o, 

U < U' cose A s'éloigne de BB' <|> < o, 

U' > U coss B s'éloigne de AA' <|/ < o, 

U' < U cose B se rapproche de AA' <J/> o. 



Tous 
les effets 

sont 
renversés. 



Sir W. Thomson a montré par un raisonnement très général ( Vortex Mot,, § 35, 
1868) qu'un tourbillon qui passe près d'un solide fixe est toujours dévié comme 
par une attraction lorsqu'il se meut librement (Ch. II). J.-J. Thomson a retrouvé 
ce résultat pour le passage d'un anneau circulaire près d'une sphère. L'anneau se 
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ralentit et s'élargit à mesure qu'il approche de l'obstacle ; des mouvements con- 
traires se produisent quand il s'éloigne. Ni les dimensions ni la grandeur de la vi- 
tesse finale ne sont altérées par le passage auprès d'un obstacle fixe. La direction 

du mouvement a changé d'un angle — ^-g * * en appelant a le rayon de la 

sphère, et D la plus courte distance du centre de la sphère au centre de l'anneau 
dont la vitesse est U. 

12. Anneaux noués. — Ces anneaux peuvent être formés d'un ou plusieurs 
tourbillons distincts. M. Tait s'est particulièrement occupé de la question du 
nombre des nœuds qui peut présenter un intérêt géométrique analogue à celle de 
l'ordre de multiplicité d'un espace. Voici un exemple simple d'anneaux de ce genre. 

Traçons, sur un tube flexible, — pas d'une hélice à pn filets; courbons le tube et 

réunissons les extrémités des files en regard : l'anneau est formé de n courbes fer- 
mées distinctes, mais enchevêtrées. L'ordre de multiplicité de l'espace extérieur est 
/i + i, puisqu'il n'y a que n intensités distinctes; mais le nombre des nœuds est 
beaucoup plus grand. Dans le mouvement permanent, les anneaux sont enroulés 
sur la surface d'un même tore s'ils ont tous la même intensité; s'ils sont d'inten- 
sités différentes, les tores qui correspondent à chaque anneau ont des sections 
méridiennes différentes, mais même circonférence axiale. 

J.-J. Thomson a traité le cas de n = i , p = i (1881): les deux courbes font m 
tours l'une autour de l'autre; elles sont enroulées sur deux tores dont les sections 
méridiennes concentriques ont des rayons inversement proportionnels aux inten- 
sités: les rayons menés du centre commun aux deux courbes sont en ligne droite. 
Ces conditions ne suffisent pas pour la stabilité, il faut y ajouter l'égalité des vi- 
tesses de translation moyennes. Soient d la distance des deux filets (somme des 
rayons des sections des tores); b, b 1 les rayons des sections droites de chacun 
d'eux; I, F leurs intensités; tst, gj / leurs volumes 

Ainsi, la distance d est une fonction de l'ouverture moyenne a et des con- 
stantes de chaque anneau. Si les deux anneaux sont différents, il y a deux périodes 
de vibration d'ensemble (déplacements simultanés des traces des filets dans 
toutes les sections méridiennes), l'une rapide 

Im/^^T^og^-^) 

l'autre lente 

arc 

I-M' ir a^-i . d^' 
nd* I-+-I' 4*a* % bb' 
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qui dépendent du nombre m de tours de l'hélice. Ces périodes diffèrent peu, Tune 
de la période d'oscillation d'un anneau circulaire simple pour une déformation de 
rang m, l'autre de la durée de rotation de l'un des tubes autour de l'autre. 

Dans le cas particulier où les deux anneaux ont même intensité, on en déduit 
b = b\ mais d reste indéterminé. La forme d'équilibre de chaque anneau n'est 
pas l'hélice simple tracée sur le tore : il s'y superpose une hélice de pas moitié 
moindre, comme le montrent les équations en coordonnées cylindriques 

d d 1 

p = a± - cos(jx< — m^)-4- — cosa(fA*-t- m<J>)i 

d d 1 

z— ± -sin (p* — m<J>)H — ^— sin *(\Lt -4- mty), 

rapportées au plan moyen. Les signes supérieurs se rapportent à l'un des anneaux, 
les signes inférieurs à l'autre; [/. correspond à la période de vibration lente. 

A l'exception de ce dernier résultat, poussé au second ordre, tous les calculs de 
J.-J. Thomson (i883) sont des approximations du premier ordre par rapport à 

-z, t y pour des anneaux dont l'axe est sensiblement circulaire. La section droite 

est aussi sensiblement circulaire et la vitesse de rotation y est uniformément ré- 
partie. Enfin il ne s'agit que des fluides incompressibles. 

12 bis. Tourbillons creux. — Dans les mouvements que nous venons 
d'examiner, une petite partie du liquide est animée du mouvement giratoire 5 pour 
tout le reste il y a un potentiel des vitesses avec une constante cyclique. Le carac- 
tère du mouvement produit dépend de l'existence de ces deux parties du liquide. 
Qu'arriverait-il si l'on supprimait le tourbillon, tout en conservant à la partie 
extérieure du liquide une circulation I autour du vide laissé à la place du tour- 
billon? C'est ce que M. Hicks a examiné dans deux Mémoires, parus en 1884 et 
i885, qu'il me reste à analyser. 

Près de la surface d'un anneau-tourbillon de grande ouverture, dont la section 
circulaire a un rayon 6, le mouvement du liquide se compose d'un mouvement de 
translation égal à celui de l'élément voisin du tourbillon, et sensiblement uniforme, 
et d'un mouvement de rotation autour de l'axe curviligne du tourbillon. En un 
point situé aune distance r de cet axe curviligne, la vitesse linéaire du mouve- 
ment de rotation est sensiblement à l'extérieur; elle prend la valeur maximum 

— r à la surface du tourbillon, diminue et devient égale à — -rz dans. l'intérieur si 

la vitesse de rotation <o = - — j- est uniforme dans la section. La pression en un 

point extérieur à l'anneau est alors p — p t > si le liquide n'est soumis à aucune 

autre action extérieure qu'une pression uniforme p aux points où la vitesse est 
nulle. La présence de l'anneau-tourbillon n'est nullement nécessaire pour que le 
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mouvement extérieur conserve toutes ses propriétés; nous pouvons supposer 
qu'il est remplacé par un solide déformable ou non, ou même par un espace 
vide dans lequel la pression est nulle. Lorsque ce vide forme un anneau de grande 

ouverture, c'est le rayon de la section — {/ q 11 * se conserve dans le mouve- 
ment. Le volume du vide varie donc avec la grandeur de l'ouverture. Il en résulte 
que les conditions de stabilité de Panneau vide, les périodes vibratoires de sa 
surface libre et du liquide environnant ne sont pas les mêmes que pour un tour- 
billon plein de liquide, dont le volume est invariable. 

Toutes ces propriétés peuvent être étudiées rigoureusement en définissant le 
potentiel des vitesses par un développement en série de fonctions analogues aux 
fonctions de Laplace, étudiées déjà par M. G. Neumann (*), puis par M. Hicks 
(1881) sous le nom de toroïdal functions. Désignons par a le rayon de la cir- 
conférence axiale de l'anneau, et posons 

b 



k = 



a-~y/aï—b*' 



la vitesse de translation de l'anneau creux V, et la vitesse relative U du liquide 
dans la surface libre de l'anneau ont pour valeurs approchées au second ordre 

Enfin la section de l'anneau vide n'est pas tout à fait circulaire; elle prend une 
forme ovale, allongée dans le sens normal au plan moyen de l'anneau, un peu plus 
aplatie à l'intérieur de l'anneau qu'à l'extérieur. L'anneau creux reste entouré 
d'une atmosphère qui se meut avec lui; cette atmosphère est limitée par une sur- 
face sphéroïde tant que le rayon du vide n'est pas extrêmement petit : c'est seule- 
ment pour b < 0,01 a environ, que cette surface se creuse au centre et prend, 
elle aussi, la forme annulaire. 

Le mouvement permanent de l'anneau peut être altéré par de petites oscilla- 
tions, qui changent toujours en même temps son volume. Pour une déformation 

à n dents de la section droite de l'anneau, la période est sensiblement — ,-• 

Pour une pulsation simple, (/i = o), changement de volume accompagné des 
changements nécessaires de l'ouverture et de la section moyenne mais sans chan- 
gement de forme, la période est — — _— ^=-^-_=^^ • Ce changement périodique de 

volume était impossible dans le cas des anneaux tourbillons à noyau liquide. 
Le second Mémoire de M. Hicks est relatif au cas plus compliqué où l'anneau 



(') Théorie der Klcctricitâts und Warmevertheîlung in einem fiinge. 1864. 



• ■»•' 
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tourbillon est formé par un noyau liquide de densité différente du milieu envi- 
ronnant, à l'intérieur duquel peut se former un anneau vide quand les dimensions 
de l'ouverture dépassent une certaine valeur. 



Production expérimentale des tourbillons. 

13. Tout le monde a pu observer ces anneaux persistants lancés par les fumeurs 
dans un air calme, ou ceux que produit la combustion spontanée du phosphure 
d'hydrogène. On les voit flotter lentement dans l'atmosphère, se déformer au 
moindre souffle, s'allonger, puis se rompre et persister longtemps encore, en 
se dissipant peu à peu par les extrémités disjointes. Souvent aussi, l'anneau ne 
se forme même pas, et la fumée s'échappe dès le début en longue traînée semblable 
à un fil de la Vierge. Ces anneaux sont des anneaux tourbillons; ils persistent, 
sans se rompre, tant qu'ils se meuvent dans l'air calme où les vitesses varient d'une 
manière continue. Atteignent-ils une surface de discontinuité ou plutôt, à cause 
du frottement de l'air, une région de remous et de variations rapides de la vitesse 
dus à la rencontre de courants d'air opposés, les anneaux se rompent et leurs ex- 
trémités s'écartent. La rotation n'a pas pour cela disparu ; mais la partie du tube 
située dans la couche de discontinuité est devenue si mince que la fumée n'y est 
plus visible (n° 6). 

A l'époque où Helmholtz fondait la théorie et avant de la connaître, en i858 et 
1860, Rogers en Amérique, Reusch en Allemagne ont indiqué le moyen de pro- 
duire à coup sûr des anneaux fermés persistants dans les gaz et dans les liquides; 
ils ont étudié leurs actions mutuelles. 

Pour lancer une masse de gaz animée d'un mouvement de rotation, on profite 
du frottement superficiel et interne; pour la rendre visible, on la charge de fumée. 
Tait et Thomson ont vulgarisé un appareil formé d'une grande boîte cubique en 
bois dont une face a été remplacée par de la toile peu tendue; la face opposée, 
percée d'une ouverture, porte extérieurement deux coulisses parallèles qui permet- 
tent d'introduire des cartons ou des planches percées d'ouvertures plus petites et 
de formes variées. On remplit la boîte de fumée, soit en y faisant brûler divers 
corps, soit en y mettant deux assiettes remplies d'acide chlorhydrique et d'ammo- 
niaque. Un coup sec frappé sur la toile fait sortir un petit volume d'air chargé de 
fumée; le frottement latéral rend la vitesse de translation très faible au bord, 
grande au centre, et produit un mouvement de rotation autour d'axes parallèles au 
bord, qui s'étend d'autant plus loin que celui-ci est plus épais. Pour des ouvertures 
de 20 à 20 centimètres de longueur, un carton de 5 ou 6 millimètres convient 
très bien. Tout près de la boîte, on ne distingue d'abord qu'une masse confuse de 
fumée; mais, à quelques décimètres, la fumée de la partie centrale est restée en 
arrière, et l'anneau progresse seul avec une vitesse à peu près uniforme. 



* • 

► • • • • 

• : 
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Dans une salle de cours dont le fond est occupé par un grand tableau noir, on 
ferme lés rideaux des premières fenêtres latérales et on laisse passer seulement un 
faisceau solaire renvoyé par l'héliostat parallèlement au tableau. On place la boîte 
en face de l'héliostat, de manière que l'anneau projeté se meuve le long du faisceau 
de lumière: il reçoit une vive illumination qui le détache nettement sur le fond 
sombre, aux yeux de tout un auditoire. 

14. Le mode de production de l'anneau montre suffisamment qu'il est animé d'un 
mouvement de rotation, et, comme il parcourt dans un air calme 8 ou 10 mètres 
sans se briser, il est facile de reconnaître qu'il obéit à toutes les lois que la 
théorie a indiquées. 

r° La vitesse de l'air qui traverse intérieurement l'anneau est moindre que celle 
de l'anneau lui-même. On s'en assure au moyen de légers drapeaux, de flammes 
ou simplement de la main, placés sur le trajet de l'anneau. Sur les bords, au mo- 
ment du passage de l'anneau, un violent remous se produit, avec renversement du 
sens du vent, qui s'écarte d'abord de l'axe du mouvement et converge ensuite vers 
cet axe. Ainsi, au centre du tourbillon, l'air dénué de rotation se renouvelle con- 
stamment; le tourbillon va sans cesse à la rencontre de nouvelles couches, s'y fraye 
un chemin, puis les laisse s'écouler en arrière. C'est grâce à cette propriété qu'un 
court trajet suffit à séparer le tourbillon proprement dit du jet d'air central chargé 
de fumée, mais dénué de rotation. 

2 On peut contrôler l'expérience par l'expérience inverse (Bail, Yeates, 1868). 
On produit la fumée non plus dans la boîte, mais au dehors, à 1 mètre en avant, 
en faisant bouillir dans deux capsules voisines des solutions concentrées d'acide 
chlorhydrique et d'ammoniaque. L'anneau sort invisible, traverse la fumée, repa- 
raît entouré d'un nuage confus; 1 ou 2 mètres plus loin, la fumée centrale 
s'est dissipée, il ne reste plus qu'un large tore. En regardant par la tranche, on 
voit nettement que toute cette fumée environne, sans le pénétrer, un tore de même 
ouverture dont le cercle méridien apparaît, au milieu de la fumée, comme un double 
trou sombre de 5 ou 6 centimètres de diamètre. C'est l'anneau-tourbillon propre- 
ment dit qui se propage en se conservant intact à travers tous les milieux ; il s'en 
entoure et les entraîne un moment, laisse en arrière presque tout ce qui est dé- 
pourvu de rotation et, après quelques mètres de parcours, ne conserve plus 
qu'une mince enveloppe superficielle qui le dessine et qui a pénétré dans son 
atmosphère (n° 9). 

3° Ouverture circulaire, — Quand on projette l'anneau normalement contre 
un mur noir, on le voit s'approcher beaucoup du mur sans grandir notablement. 
Arrivé à moins d'un décimètre, il s'élargit subitement et s'évanouit avec une ra- 
pidité saisissante, dès que son diamètre dépasse 1 mètre ou 1 mètre et demi. 
Si l'incidence est oblique, l'anneau s'aplatit sur le mur en se courbant et finit 
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toujours très vite par se détruire. L'intensité et la quantité de matière restant les 
mêmes, la vitesse de rotation est d'autant plus grande et la section d'autant plus 
petite que la longueur est plus grande ; l'action destructive du frottement interne 
est d'autant plus énergique et plus rapide. 

Tout obstacle placé sur le trajet de l'anneau produit un effet analogue. Pourtant, 
si l'obstacle est en dehors du chemin de l'anneau, celui-ci cesse de se mouvoir en 
ligne droite. Le côté le plus voisin de l'obstacle est ralenti, et le plan général de 
l'anneau tourne. En même temps il se déforme et se met à vibrer. Une fois l'ob- 
stacle dépassé, l'anneau reprend ses dimensions et sa vitesse moyenne, mais sa 
route a été déviée vers l'obstacle. C'est lout le contraire de ce qu'on a l'habitude 
d'appeler une réflexion (Sir W. Thomson, Tait, 1869). 

4° En frappant à une seconde d'intervalle deux coups secs sur la toile, le 
second un peu plus fort, on peut avec un peu d'adresse faire sortir deux an- 
neaux bien formés de même rotation. Le second rejoint le premier, le traverse en 
se rétrécissant et s'accélérant, tandis que l'autre se ralentit et s'ouvre comme pour 
rendre le passage plus facile. Quelquefois, quand la différence des vitesses n'est 
pas trop grande, le même mouvement se reproduit avec interversion des rôles. *• 

5° Avec deux boîtes on peut facilement étudier dans leurs détails les actions 
mutuelles de deux anneaux quelconques; pour faire cette étude dans les meil- 
leures conditions de précision, il faudrait lancer les tourbillons dans une grande 
salle close, comme une serre vide, et les regarder du dehors à travers une glace. 

6° M. Bail (1 871-1875) a étudié la loi du mouvement de translation d'un anneau 
circulaire de 25 centimètres de diamètre environ dans un long corridor. Le tour- 
billon est lancé avec une vitesse initiale de 3 mètres par le choc d'un pendule qui 
tombe toujours de la même hauteur sur la toile d'une grande boite de 70 centi- 
mètres de côté. Le commencement de la chute du pendule ouvre un circuit élec- 
trique, que referme plus tard le choc de l'anneau contre une large feuille de 
papier tendue sur un léger cadre de bois que l'on peut suspendre à diverses 
distances sur le trajet du tourbillon. L'ouverture et la fermeture du courant sont 
enregistrées par un appareil tournant qui mesure le temps écoulé. La membrane 
est disposée dans des expériences successives à des distances croissant par 2 pieds 
jusqu'à 7 mètres; pour chaque position, on fait dix mesures dont on prend 
la moyenne. 

Au départ et jusqu'à une distance de 1 mètre et demi environ, le mouvement 
est accéléré et médiocrement déterminé ; au delà il commence à être nettement 
retardé, mais l'étendue des expériences n'est pas assez grande pour déterminer la 
loi du retard. C'est ainsi que, d'après M. Bail, des résistances proportionnelles à 
la vitesse ou au carré de la vitesse satisfont également bien aux expériences ( l ). 



(*) Accélérations négatives : o,345t>, ou v 1 lognép i,oSai2. 
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L'une des deux lois conduirait à un arrêt de l'anneau à une dislance d'environ 
10 mètres, l'autre à une progression indéfinie de plus en plus lente. Dans ces con- 
ditions, je laisserai indécise la question de savoir si le ralentissement est dû au 
frottement de l'air, comme semble l'admettre M. Bail, ou simplement à l'action 
des parois du corridor dans l'expérience citée, et du mur de fond de la chambre 
dans une seconde expérience, actions retardatrices dans un fluide parfait, ou 
enfin à la compressibilité de l'air. 

7 Oscillations. — Avec une ouverture allongée, dont la longueur ne dépasse 
pas deux ou trois fois la largeur, l'anneau se produit encore très bien. Les cour- 
bures inverses qu'il prend alternativement sont très faciles à observer en le regar- 
dant par la tranche; de face l'ellipse paraît se déformer avec la même période; elle 
devient un cercle, puis une ellipse orientée à angle droit avec la première, etc. 

Des ouvertures quadrangulaires, hexagonales, donnent des résultats analogues, 
mais il faut les découper dans des cartons d'autant plus minces que le nombre de 
subdivisions du contour est plus grand, pour la même surface ouverte. Il convient 
de diminuer en même temps la quantité d'air chassée de la boîte. 

En outre, dans l'air, les anneaux tendent rapidement vers la forme circulaire 
qui seule est stable. La cause principale d'un aussi rapide amortissement n'est 
probablement pas le frottement interne de l'air, mais sa compressibilité. Le temps 
qu'exige la propagation d'une modification quelconque produit une différence de 
phase entre des actions qui seraient simultanées dans un liquide; il faut ajouter, 
dans les équations d r un mouvement périodique, un terme proportionnel à la vi- 
tesse, dont le coefficient dépend de la période du mouvement et diffère essentiel- 
lement par là d'un coefficient de frottement spécifique tout en produisant des ef- 
fets analogues et souvent très intenses. 

Toutes ces expériences sont faciles à répéter sur une échelle beaucoup plus 
restreinte atr moyen d'appareils simples, dont plusieurs ont été décrits par 
M. Guebhardt dans la Nature (îS8i). 

lo. Tourbillons dans les liquides. — Toutes les fois qu'une petite quantité de 
liquide est lancée un peu vivement dans une grande masse immobile, elle y forme 
un tourbillon annulaire ou une goutte. Ce dernier cas se produit lorsque la tension 
superficielle est suffisante ; la surface de la goutte est alors une surface de discon- 
tinuité non seulement pour les vitesses, mais encore pour les pressions; le mouve- 
ment intérieur est certainement tourbillonnaire, mais rien ne le rend sensible aux 
yeux. D'après J.-J. Thomson (i885), qui a expérimenté sur un grand nombre de 
liquides, l'anneau ne se produit que si les deux liquides peuvent se diffuser l'un 
dans l'autre, ce qui confirme une vue théorique de Trowbridge (1877). L'alcool 
absolu dans la benzine donne des anneaux ; additionné d'un millième d'eau, il ne 
forme plus que des gouttes. 
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Ces anneaux ont été étudiés d'abord par Rogers (i858) et Reusch (1860). En 
1864, Tomlinson a décrit sous le nom de nouvelles figures de cohésion et des- 
siné les formes très variées des anneaux de divers liquides suivant leur nature et 
leur diffusibilité. Il se proposait de se servir de ces formes caractéristiques pour 
discerner le degré de pureté de certaines essences employées en pharmacie. 

Une condition indispensable de régularité des anneaux est le repos absolu du 
liquide dans lequel on les forme, ce qui exige une parfaite uniformité de la tempéra- 
ture. On obtient ce résultat en mettant plusieurs heures d'avance le liquide dans 
un vase de grandes dimensions posé sur un support bien stable, à l'abri du rayon- 
nement direct du soleil et des poêles. Il est avantageux de choisir un vase de verre 
à parois parallèles planes : un petit aquarium, le vase ordinairement fourni pour 
les expériences de Plateau. On éclaire par transparence. 

Deux méthodes principales sont employées : 

i° Chute d'une goutte toute formée ; 

2 Expulsion d'une petite quantité de liquide par l'extrémité d'un tube im- 
mergé. 

Très peu d'expériences ont été faites avec une ouverture en paroi plane peu 
épaisse, qui fournit des anneaux si bien formés dans les gaz. On obtient des résul- 
tats plus compliqués et un peu différents par les deux méthodes; je les passerai 
en revue séparément. 

16. Chute d'une goutte de liquide. — Un très bon procédé consiste à mettre 
le liquide dans une burette graduée dont on ouvre à peine le robinet ; les gouttes 
se succèdent très régulièrement à plusieurs secondes d'intervalle sans se nuire. 
Pour des gouttes de 4 ou 5 millimètres de diamètre, une hauteur de chute de 
2 ou 3 centimètres est ordinairement convenable. Lorsque les liquides ont des 
indices très différents, ou une coloration propre, il n'y a besoin d'aucun artifice 
pour discerner l'anneau*, mais, pour des liquides peu différents ou identiques, il 
faut en général ajouter à celui qui tombe en gouttes une petite quantité de 
couleur d'aniline intense, qui n'altère pas sensiblement sa densité. On peut 
imiter aussi l'expérience du rideau de fumée, en faisant flotter sur la surface 
libre du liquide récepteur une fine poussière, ou une couche mince d'un liquide 
non miscible, comme l'huile sur l'eau (Trowbridge, 1877). L'anneau incolore 
s'entoure en descendant d'une enveloppe de poussière, qui le sépare du reste du 
liquide, et prend part au mouvement tourbillonnaire. 

On obtient ainsi de très beaux anneaux bien formés, ayant 1 ou 2 centi- 
mètres d'ouverture et quelques millimètres de section droite. Ils sont per- 
sistants et leur section droite reste longtemps très étroite. A mesure qu'ils 
progressent, les petites inégalités s'accusent, la section se renfle en quelques 
points isolés, il s'y forme une sorte de nouvelle goutte, qui descend plus vite, 
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suivie d'une légère traînée de matière, et par le même phénomène de frottement 
superficiel donne, elle aussi, naissance à un nouvel anneau tourbillonnant. Certains 
liquides projettent fréquemment deux ou trois couronnes d'anneaux décroissants, 
et dessinent un véritable lustre flottant. Suivant la diffusibitité et la tension super- 

Fig. 2. Fig. 3. 



(icîellc, ces anneaux sont rattachés les uns aux autres par de simples fils ou par 
des surfaces complètes formant dôme en ogive {fig- a) : (Fousel oil in p ara f fin oil, 
Tomlinson, \$6$;fig, 3 : J.-J. Thomson, i885). 

Quand l'anneau est bien formé et simple, on peut reproduire facilement toutes 
les expériences décrites sur les gaz. 

En 1 8~5, M. O. Reynolds a fait remarquer que tous ces phénomènes se pro- 
duisent plus ou moins irrégulièrement quand la pluie tombe à la surface de la 
mer; quand on lance à travers une pomme d'arrosoir de l'eau colorée dans un 
baquet, chaque anneau se forme, se meut et ne se détruit qu'à une profondeur de 
quelques centimètres. Chaque goutte transforme en chaleur, non seulement son 
énergie cinétique, mais une partie de l'énergie de translation de la mer, avant de 
s'y mélanger; c'est ainsi que, d'après M. O. Reynolds, une pluie fine et persistante 
peut calmer les agitations les plus violentes. Peul-clre faudrait-il rapporter à une 
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cause analogue l'influence conaue de l'huile; continuellement mêlée à l'eau de la 
surface, elle formerait une émulsion en fines gouttelettes; la production, puis la 
diffusion, par le frottement, de leur mouvement tourbillonnaire interne serait le 
mécanisme de la transformation de l'énergie cinétique de la mer en chaleur. 

17. Les conditions de production du mouvement tourbillonnaire par simple 
frottement interne dans la masse du liquide, hétérogène ou non, ont fait l'objet 
d'expériences importantes de J.-J. Thomson et Newall (i885). 



La perfection des anneaux formés pour une même hauteur de chute, c'est-à-dire 
une même vitesse initiale, varie beaucoup avec la nature des liquides. Certains ne 
donnent qu'un trouble confus, d'autres des anneaux plus ou moins bien formés, 
d'autres enfin des gouttes qui restent à la surface. L'ordre est indépendant du 
liquide récepteur; il est le même que celui des viscosités internes - (n° o) crois- 
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saules : élher, eau, acide sulfurique concentré. Le frottement est-il faible, 
la rotation reste confinée ;t une couche superficielle, la diffusion se produit immé- 
diatement; plus intense, le frottement met en rotation une grande partie de la 
goutte sans atteindre le centre, l'anneau se forme nettement; plus intense encore, 
il fait de toute la bulle un tourbillon unique dont le centre même ne se diffuse 
pas. Cette explication est contrôlée par le fait que le même liquide présenle la 
succession des formes décrites, quand on l'emploie en gouttes de plus en plus 
fines. Le mouvement de rotation pénètre à une profondeur à peu près invariable 
pour la même hauteur de chute et entraine par conséquent une fraction d'autant 
plus grande de la goutte que celle-ci est plus petite. 

MM. J.-J. Thomson et Newalt ont aussi étudié la période de formation de l'an- 
neau {fi g. .()(')■ Le liquide est contenu dans un petit entonnoir soutenu au bout 

Pi g. 5. 



d'un léger levier équilibré. La chute de la goutte provoque, par uii dispositif que 
la figure explique suffisamment, une forte étincelle d'induction dont on peut ù 
volonté régler le retard. L'anneau éclairé instantanément paraît alors dans sa 
forme actuelle complète sans confusion possible de formes successives. 

La plupart des expériences ont été faites avec unedissolulion étendue de ni traie 
d'argent tombant dans de l'eau un peu salée; la goutte se distingue très facile- 
ment grâce au chlorure d'argent formé; une trace d'ammoniaque suffit à rendre 

(■) Nous adressons nos reraerclments a la Rédaction des Froc. Jt. S., qui a bien voulu nous 
prêter \esjig. 3, 4, 5, 6 et 7. 
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au liquide récepteur toute sa limpidité après plusieurs gouttes. Les fig. 3, 4i 
(i, y monirenl très exactement les principales apparences observées. Quand la 
tension superficiel le n'est pas nulle, l'anneau ne se forme pas; mais les déforma- 
tions de In goutte {fig- 6 et -) ne sont pas moins caractéristiques d'un m ou ve- 
nir ni tourbillonnaire inlerne. 

hnl'in la pcrsislance de l'anneau dépend de la forme de la goutte au moment 01*1 

î-ig- 7- 



elle rencontre la surface ; ear la longueur du chemin que l'anneau parcourt sans se 
déformer est une fonclion périodique du temps que met la goutte à atteindre la 
surface. J. Thomson a constate que relie période est bien de même ordre de gran- 
deur que la période oscillatoire de la goutle en vertu de sa tension superficielle 
dans l'air. 

18. Écoulement par an tube cylindrique immergé. — Un tube de verre, de 
1 centimètre de diamètre au inoins, à bords nettement coupés et courbé en S, s'ouvre 
horizontalement ou verticalement vers le haut, à l'intérieur du liquide récep- 
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teur. Il est relié par un caoutchouc court à un large flacon. Un robinet qu'on 
ouvre pendant un temps très court ne laisse échapper qu'une 1res petite quantité 
de liquide sous une pression de a ou 3 centimètres d'eau. Les anneaux se pro- 
duisent très régulièrement, mais leur forme est beaucoup inoins simple que celle 
des anneaux gazeux que nous avons décrits. Ce n'est plus un simple tore dont 
la section droite à peu près circulaire ne se déforme guère : c'est toujours un an- 
neau, mais comme ceux qu'on pourrait obtenir avec un tube de caoutchouc long 
et très mince, roulé entre les doigts. La section droite ressemble beaucoup à une 

Kig- 8. 



spirale tracée à la pointe du pinceau; celle ligne s'allonge et s'enroule de plus 
en plus a mesure que l'anneau progresse et s'élargit. Ce fait est complètement 
d'accord avec l'action qu'exercent l'un sur l'autre deux anneaux de même rotation. 
Cette forme particulière se rattache évidemment à l'emploi du tube cylindrique 
auquel le liquide adhère fortement; l'écoulement se fait principalement par le 
milieu du tube, le liquide s'y élève en forme de dùme renflé, puis la partie supé- 
rieure s'aplatit, s'étale sous la résistance de l'eau, se borde d'un tore qui va 
s'élargissant {jtg. 8); la goutte se détache, monte lentement en s'en roulant, par 
le bord. Quand le liquide récepteur est en repos parfait, la spirale est assez res- 

Fi*. 9. 



serrée au bout de i décimètre de course pour paraître une surface continue. 
L'anneau monte, s'élargit beaucoup en approchant de la surface libre. Tantôt 
il s'v dissipe, tantôt il s'y réfléchit et redescend en continuant à s'élargir lente- 
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ment. C'est probablement quand toute rotation s'est éteinte par le frottement 
interne considérable que se produit cette réflexion apparente. 

Dans un liquide en repos complet, deux gouttes qui se suivent prennent des 
formes très différentes {fig. 9) : la première s'est enroulée en spirale, la seconde 
s'allonge en un tube mince, l'extrémité supérieure se rétrécit, se précipite à Tinté- 
rieur de l'anneau, l'ouvre, le traverse pour s'enrouler à son tour en spirale assez 
serrée. Quant au premier anneau, sa spirale ne tarde pas à devenir dissymétrique, 
et souvent on le voit s'allonger à son tour à l'intérieur de son devancier. Le spec- 
tacle est plus curieux encore quand les anneaux se rencontrent un peu obliquement ; 
les déformations et les enroulements se propagent alors le long de chaque anneau, 
au lieu de se produire simultanément. La plupart de ces phénomènes ont été très 
bien décrits par M. Oberbeck (1877). 

Dès i858, Helmholtz a fait remarquer qu'il se produit des anneaux-tourbillons 
demi-circulaires ayant leur axe dans la surface libre, lorsqu'on déplace brusquement 
une pelle, ou une rame peu enfoncée dans l'eau, une cuiller dans une tasse de 
thé. Ces demi-anneaux, dont on voit la section par la surface libre creusée en 
entonnoir, se propagent à peu près comme les anneaux complets dans un liquide 
indéfini. Les principes de la théorie des tourbillons creux de M. Hiks permettraient 
d'en faire une étude complète. 

Dans aucun cas à ma connaissance, on n'a produit ni même observé des anneaux 
noués. Je ne vois pas bien comment on pourrait en produire à coup sûr. 

Atomes-tourbillons . 

19. Les propriétés des anneaux-tourbillons dans un liquide infini animé de 
vitesses continues, qui n'est soumis à aucune force extérieure, ontconduit SirW. 
Thomson à l'hypothèse célèbre des atomes-tourbillons (1867). Quelle condition 
la notion expérimentale de l'équivalence chimique et la loi des proportions simples 
imposent-elles presque invinciblement à toute hypothèse mécanique sur la consti- 
tution de la matière? L'existence d'unités de matière très petites, différentes 
suivant la nature chimique du corps simple, mais identiques pour un même corps, 
et indestructibles par tous les moyens physiques : les atomes. Les anneaux- 
tourbillons n'ont-ils pas toutes ces propriétés? C'est dans un milieu indéfini qu'ils 
sont formés, et ce milieu unique peut donner naissance à des atomes différents par 
la masse, par l'intensité, par le nombre des nœuds. Indestructibles, ils sont 
néanmoins élastiques; isolé chaque anneau parcourrait une ligne droite; mais, quand 
deux anneaux passent à quelque distance l'un de l'autre, leurs routes s'infléchissent, 
et ils échangent une partie de leur énergie. Ces actions mutuelles fournissent les 
éléments d'une théorie cinétique des gaz, si les atomes sont très écartés les uns des 
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autres ; elles se compliquent si les distances restent petites et peuvent très bien 
alors rendre compte de l'état liquide ou solide. Les dimensions de Panneau ne 
sont pas invariables : elles croissent quand on lui communique de l'énergie ; il en est 
de même des vitesses qu'il produit autour de lui. Ne peut-on trouver là l'explication 
de la dilatation parla chaleur? Chaque anneau peut effectuer une infinité de vibra- 
tions de deux types distincts, déformation de la section droite, flexions du tube-tour- 
billon ; les périodes en nombre infini sont liées aux qualités indestructibles de l'an- 
neau et à ses dimensions actuelles : elles dépendentde lanature chimique de l'anneau 
et de son état, comme l'exige l'analyse spectrale. Eloignés les uns des autres, dans 
l'état gazeux, les anneaux ont des dimensions presque identiques; ils vibrent 
librement pendant la plus grande partie de leur course : les périodes vibratoires 
sont donc des valeurs déterminées par les dimensions moyennes des anneaux, elles 
ne forment pas une série continue; au contraire, les vibrations les plus lentes sont 
entièrement distinctes ; quant aux vibrations d'ordre élevé, leurs périodes sont 
très peu différentes et peuvent former une suite continue si les anneaux ne sont 
pas tous rigoureusement égaux. Si les anneaux sont plus rapprochés, les dimensions 
sont plus inégales, les périodes vibratoires moins distinctes, aux spectres de raies 
auront succédé les spectres de bandes. Enfin, dans les solides, l'entassement irré- 
gulier des anneaux produira une répartition plus uniforme de toutes les dimensions 
autour de la moyenne, toutes les périodes vibratoires seront représentées, avec un 
ou plusieurs maxima correspondant aux périodes de la dimension moyenne. 
Le spectre sera continu, mais la répartition de l'éclat, non uniforme, variera avec 
les dimensions moyennes, c'est-à-dire avec la température. 

Deux ou plusieurs anneaux qui se rapprochent suffisamment peuvent se lier 
l'un à l'autre et se mouvoir comme un système unique; suivant qu'ils sont iden- 
tiques ou différents par leur masse, leur intensité ou le nombre de leurs nœuds, 
c'est une simple transformation allotropique ou une véritable combinaison chi- 
mique qui s'est produite. La réunion est durable ou temporaire, suivant que cer- 
taines relations entre les propriétés des anneaux sont ou non satisfaites. Dans le 
premier cas, la combinaison est permanente et totale; dans le second, la transfor- 
mation est incomplète, limitée par les circonstances extérieures; c'est la dissocia- 
tion. 

Le milieu lui-même, la matière unique, ne peut-il pas servir à la propagation 
de toutes les actions physiques? 

20. Dans ses traits généraux, l'hypothèse est assez séduisante pour mériter un 
examen approfondi, autant du moins que l'état actuel de la théorie des tourbil- 
lons peut le permettre. 

Les difficultés ne manquent pas, et il importe de les signaler avec impartialité : ce 
sont autant de points délicats de la théorie des fluides, qui méritent d'exercer la 
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sagacité des analystes. La première est relative à la notion de masse d'un petit 
volume du milieu contenant un assez grand nombre d'atomes-tourbillons pour que 
ses propriétés dépendent seulement de l'état moyen. Deux définitions expérimen- 
tales différentes de la masse ont cours dans la Science et sont traitées comme ri- 
goureusement équivalentes : une définition mécanique, une astronomique (*). La 
masse mécanique d'un groupe d'atomes est évidemment définie par la nature 
même de l'hypothèse; mais il n'en est pas de même de la masse astronomique. 
Avec les seuls atomes-tourbillons, dans un milieu liquide, les premiers termes 
de l'action mutuelle apparente sont en raison inverse de la quatrième puissance 
de la distance et dépendent en outre de tout ce qui définit les deux anneaux et 
leur orientation relative. Pour rendre compte de l'attraction newtonienne, Sir W. 
Thomson (1873) a rappelé l'hypothèse de Lesage (1782-1818) qui semble faite 
pour les atomes-tourbillons. Lesage se représente les particules matérielles non 
comme des solides pleins, mais comme de fines charpentes creuses. L'espace est 
supposé rempli de projectiles, extraordinairement petits par rapport aux atomes 
matériels, marchant en tous sens avec des vitesses prodigieuses; parmi tous ceux 
qui passent dans le domaine de l'atome, un nombre excessivement petit le ren- 
contrent; ceux-là sont déviés de leur roule, avec une petite diminution de leur 
quantité de mouvement. L'ensemble des corpuscules qui se dirigent vers l'atome 
possède une quantité de mouvement plus grande que ceux qui en émanent. Un 
autre atome exposé à leurs chocs sera donc poussé vers le premier par une force 
inversement proportionnelle au carré de la distance; quant à la loi des masses» 
elle dérivera des hypothèses faites sur la loi de perle de mouvement par le choc. 
Si la diminution relative de la quantité de mouvement des corpuscules par un 
alome est suffisamment petite, l'attraction sera proportionnelle aux masses, même 
pour des corps aussi gros que les astres. Imaginons maintenant que ces corpus- 
cules soient de petits volumes très allongés, animés de mouvement tourbillonnairc, 
et que, dans leur rencontre avec les atomes infiniment plus grands, la perte de 



(') On cite, pour preuve de l'identité des deux définitions, l'expérience de Galilée sur les pen- 
dules simples de diverses matières, l'expérience de Newton sur la chute des corps dans le vide. Il est 
indispensable d'y ajouter pour les corps gazeux l'égalité de la valeur expérimentale de la vitesse du 
son dans l'air et de la valeur calculée au moyen de la loi de compressibilité du gaz (relation entre 
le volume et la pression mesurée en poids par unité de surface ) et du poids spécifique employé dans 
les équations du mouvement comme équivalent au produit de la densité .mécanique par une con- 
stante géodésique, l'intensité de la pesanteur, indépendante de la matière étudiée. La conservation 
de la masse astronomique dans toutes les transformations connues de la matière est démontrée par 
les innombrables mesures faites avec la balance; je ne connais pas une expérience directe établis- 
sant avec quelque rigueur la conservation de la masse mécanique, d'un kilogramme d'eau par 
exemple, passant à l'état de vapeur. La démonstration indirecte repose sur le principe de l'identité 
des deux définitions de la masse regardé comme établi par les trois expériences citées plus haut et 
par l'accord des conséquences du principe avec l'expérience. 
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quantité de mouvement (n° il) ait toujours lieu aux dépens du corpuscule : l'hypo- 
thèse de Lesage s'appliquera intégralement à la théorie tourbillonnaire. 

La propagation de la lumière dans ce milieu incompressible semble d'une expli- 
cation assez difficile. Pourtant, en 1878, M. Forbes a proposé d'en charger les 
corpuscules de Lesage, mis en vibration par les atomes-tourbillons qu'ils rencon- 
trent; si cette hypothèse se prête facilement à l'explication des phénomènes d'ab- 
sorption, d'interférences, de polarisation, elle semble plus difficile à adapter à la 
réflexion et k la réfraction. La vitesse de transport de l'énergie lumineuse, égale à 
la vitesse de translation des corpuscules, devient sensiblement indépendante du 
milieu, à cause de l'uniformité de l'attraction universelle, et n'a d'ailleurs aucun 
lien nécessaire avec le quotient de la longueur d'onde par la durée de vibration, 
car la vibration doit se mouvoir constamment le long du corpuscule. 

D'autre part, J.-C. Maxwell a publié (Ph. Mag., 1861-1862) une explication 
rigoureuse et complète des phénomènes électriques et magnétiques au moyen 
d'un milieu liquide animé de mouvements rotatoires convenables et de petits 
corps plongés dans ce liquide. L'hypothèse est loin d'être simple : elle semble 
assez difficile à relier à celle des atomes-tourbillons; mais elle fournit les lois nu- 
mériques des phénomènes électriques et magnétiques et, par conséquent, celle 
des principaux phénomènes lumineux. On peut donc espérer, même avec un fluide 
incompressible unique, rendre compte un jour de toutes les actions physiques. 

Quant à moi, j'aimerais mieux renoncera l'hypothèse d'un liquide et chercher, 
parmi les milieux fluides et compressibles à actions élastiques tangentielles (n° 7) 
dans lesquels un anneau-tourbillon conserve son intensité totale, s'il n'en est 
pas qui, sans aucun corpuscule de Lesage, puisse rendre compte et de l'attraction 
newlonienne et des phénomènes physiques. 

C'est dans le but de se passer des corpuscules de Lesage que M. Hicks a en- 
trepris l'élude des tourbillons creux. Le vide annulaire peut subir des variations 
de volume périodiques, des pulsations, et il en résulte dans le potentiel des vitesses 
à l'extérieur un terme en raison inverse de r, c'est-à-dire des actions apparentes 
en raison inverse de r 2 . Bien entendu, nous supposons ici que la pression est uni- 
forme à très grande distance, mais que le liquide n'y a pas une vitesse rigoureu- 
sement nulle, puisque le volume vide n'est pas invariable. Toutefois ce volume ne 
saurait varier toujours dans le même sens; il varie périodiquement; les actions 
apparentes en raison inverse .de r 2 qui en résultent sont alternativement positives 
et négatives. L'étude analogue faite sur des sphères puisantes de même période 
montre qu'il reste une action moyenne attractive ou répulsive suivant que la diffé- 
rence de phase est comprise entre o et -> ou entre - et tc. (Il est remarquable que 
deux sphères puisantes peuvent en attirer une troisième et néanmoins se repousser 
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l'une l'autre.) Pour rendre compte de la gravitation universelle il faut alors sup- 
poser que tous les atomes-tourbillons creux ont même période et que toutes leurs 
phases sont comprises dans un quadrant. Par quel mécanisme? Il me semble qu'on 
peut le trouver dans les actions mutuelles elles-mêmes; deux anneaux voisins 
n'agissent pas l'un sur l'autre aussi simplement que les sphères puisantes; les di- 
mensions de l'ouverture ne sont pas invariables, et la période de pulsation en dé- 
pend. L'action newtonienne est accompagnée de petites variations de l'ouverture 
et par suite de la période; la phase change donc progressivement; il s'agirait 
d'examiner si ces actions mutuelles ne tendent pas à amener comme état définitif 
stable l'uniformité de la phase. 

21. Autre difficulté dans l'hypothèse tourbillonnaire : pourquoi n'y a-t-il qu'un 
nombre restreint de matières distinctes, ayant des poids atomiques nettement dé- 
finis? Y a-t-il des conditions de stabilité de forme qui dépendent de la masse de 
l'atome? Cela ne semble guère probable si l'on n'y ajoute quelque autre restriction, 
par exemple celle qu'indique J.-J. Thomson {Motion ofvortex rings, p. 118; 
i883) : l'intensité doit être la même pour tous les corps simples, afin qu'ils puis- 
sent former des combinaisons chimiques permanentes. Lorsque deux anneaux à 
axe circulaire s'accompagnent, tous deux oscillent autour d'une même circonfé- 
rence moyenne, de rayon a, en se maintenant à une distance minimum d l'un de 
l'autre. L'identité des vitesses de translation fournit, entre ces quantités, les inten- 
sités I et I' et les volumes w, ts* 7 , une relation 



i / . t. x I logw — riocTBf' 
\og(*Ti*d*a) = |— tf— ~ — = const., 



qui détermine la distance d en fonction de la circonférence, sauf dans le cas où 
I et F sont égales, ainsi quetsr et tu'. C'est dans ce dernier cas seulement que d et a 
peuvent varier arbitrairement, et que les actions même violentes ne séparent pas 
les deux anneaux. Par extension pour un nombre quelconque d'atomes, J.-J. 
Thomson admet que la stabilité exige que l'intensité soit la même pour chacun 
d'eux (*). Mais, si les intensités sont égales, les volumes le sont aussi, et les atomes 
à axe circulaire, en quoi diffèrent-ils désormais ? Peut-être peut-on le découvrir 
dans une certaine torsion de l'anneau, qui donne à celui-ci la forme d'une sorte 



CX Cette conclusion me semble excessive. Les deux anneaux sont si près l'un de l'autre que les 
actions extérieures qu'ils subissent sont évidemment peu différentes, et, après une période de trouble, 
ils auront pris par les actions extérieures et leurs réactions mutuelles les dimensions liées par la con- 
stance du produit arf", nécessaires pour qu'ils continuent à cheminer ensemble, surtout si l'on remarque 
que dans la vitesse de chacun d'eux le terme qui provient de d n'est qu'une petite fraction de la 
vitesse totale. 
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d'hélice à un ou plusieurs tours, enroulée sur un tore, et le rend analogue plutôt 
à un solénoïde électrique fermé qu'à un courant circulaire. 

Sir W. Thomson a démontré (1880) que ces formes {fi g. 10) sont permanentes, 
pourvu que l'anneau ait un mouvement de translation hélicoïde; mais sont-elles 
stables même pour les déformations qui les rapprochent de la forme circulaire? C'est 
une question que les travaux de J.-J. Thomson laissent pendante, et que je serais 
tenté de résoudre par l'affirmative. Dans l'anneau ramené à la forme d'un tore cir- 
culaire, la rotation peut être oblique à la section méridienne, comme l'a remarqué 

Fig. ,o. 



M. Bolzmann (1873); c'est seulement pour le cas où la rotation est normale à la 
section méridienne que J.-J. Thomson a établi la slabilité de la forme circulaire; 
pour la rotation oblique, il est probable que la stabilité est reportée à une lorme qui 
révèle au dehors la direction de la rotation en chaque point. Dès lors la condition 
pour que deux anneaux s'accompagnent devient plus compliquée; il y entre, outre 
les intensités, les volumes et les dimensions, deux constantes de plus, les nom- 
bres de spires. Si l'identité des intensités est encore nécessaire, la conséquence 
doit être qu'il existe une certaine relation entre les volumes et les nombres de 
spires. Les équivalents des différents corps seraient des fonctions de nombres en- 
tiers, fonctions différentes suivant le nombre des nœuds, susceptibles d'un classe- 
ment périodique en séries grossièrement parallèles, comme celui de Mcndelejef, 
si toutefois les volumes des termes successifs de la série étaient assez différents 
pour correspondre aux équivalents. 

22. Quoi qu'il en soit, admettons avec J.-J. Thomson que l'intensité est la même 
pour tous les corps, et que la seule disposition stable est celle où les sections des 
anneaux par un plan méridien occupent les sommets d'un polygone régulier (n n 10). 
Il n'y a pas d'atomes noués présentant plus de six branches parallèles {fig. 1 1 ). Un 
atome à n branches parallèles ne peut pas s'unir à moins de n atomes simples for- 
mant un groupe unique. Les composés successifs comprennent un, deux, trois, 
quatre ou cinq groupes de n atomes simples (ou l'équivalent), mais pas davan- 

6 



